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RESUMEN

Las posibles dificultades histéricas por las que se vidé enfrentado el concepto de
namero entero negativo, en cuanto a su concepcion, el caracter epistemologico y la
necesidad de su aprobacion como objeto matematico existente, generd gran
controversia por parte de expertos en el campo de la Matematica, y mas aun en la
Educacién Matematica. De esta manera, se realizar6 una aproximacién historica y
epistemoldgica a los procesos de construccion por los que tuvo que atravesar el
concepto de numero entero negativo, identificando el caracter historico y
epistemoldgico de éste, a través del analisis de dos libros de texto en los periodos

de la Reforma de la Matematica Moderna y de la Matematica actual.

En este sentido, surge la cuestionable tarea de abordar, en lo posible, la relacion o
la integracion de este concepto en los libros de texto, por medio del analisis de los
mismos, es decir, la manera en que es presentado en dos épocas especificas: la
época de la Reforma de la Matematica Moderna en contraste con la Matemética
actual, con la intencion de poder encontrar la relacion de los obstaculos

epistemoldgicos y su manifestacion a través de los libros de texto.

En este trabajo de grado se logr6 dar cuenta de la dificil aceptacion y surgimiento
de los niumeros enteros negativos y cdOmo es su presentacion en los libros de texto
en la época de la Reforma de la Matematica Moderna y de la Matematica actual,

presentando las variaciones que se generan en las reformas educativas.

Palabras claves

NUumeros enteros negativos, obstaculos historicos y epistemoldgicos, analisis de

textos, Matematica Moderna, Educacioén Matematica



0. INTRODUCCION

No hay dudas en que la matematica es una ciencia formal que estudia, entre otras
cosas, las relaciones numeéricas, las figuras geométricas y patrones que, desde el
comienzo se han creado con un fin practico. La falta de comprension y relacion de
esta ciencia con la realidad fisica, es un aspecto que ha generado
cuestionamientos por parte de la comunidad de matematicos, y por qué no ,
docentes y estudiantes. Quiza todo sea porque gran parte de los objetos
matematicos pertenecen a hechos netamente mateméticos, pero para la
comunidad educativa es importante la articulacion de esta ciencia en aspectos de

la vida que favoreven la comprension de la realidad.

Uno de los objetos mateméaticos que esta inundado de polémicas es el de nimero
negativo. En la escuela, este concepto es de dificil aceptaciéon por parte de los
estudiantes, al parecer por la falta de comprensién de éste en la realidad cotidiana
y en un contexto que tenga utilidad, pues muchos maestros se quedan
proporcionando la definicion a partir de la recta numérica, como si la Unica fuente

de ampliar el concepto estuviera ligado a este tipo de representacion.

Una de las falencias es que los docentes desconocen aspectos de tipo historico y
epistemoldgico que giran en torno ante cualquier concepto matematico, ademas los
libros de texto utilizados para el proceso de ensefianza y aprendizaje, en algunas
ocasiones no contextualizan el concepto de acuerdo a la utilidad practica que

pueda propiciar el objeto matematico.

De acuerdo a lo anterior la tarea del docente estd sujeta a no desconocer el
proceso evolutivo y epistemoldgico de conceptos matematicos y asi mismo poder
establecer criterios de seleccion de los libros de texto que utilizara en el aula de

clase, para facilitar la comprension y adquisicion de saberes.

En este sentido este trabajo estd inmerso en la linea de Historia de las

Matematicas, y tiene como proposito analizar los diferentes obstaculos

12
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epistemoldgicos asociados al concepto de nimero entero negativo, partiendo de un
recorrido historico de la dificil aceptacion de este conjunto numérico como objeto
matematico y de esta manera la presentacion de éste en los libros de texto en dos
épocas especificas: la Matematica Moderna y la Matematica actual, para lograr
encontrar los posibles obstaculos asociados en los textos y las variaciones en la
forma de presentar el concepto. También es objetivo de esta tesis reflexionar
acerca de lo que se esta ensefiando y como se esta ensefiando, para mejorar la

practica educativa.

Con respecto a lo anterior este trabajo se divide en cuatro capitulos, en el primero
se presentan aspectos relacionados con la contextualizacién de la probleméatica
gue es objeto de estudio, presentando ademas la pertinencia de los estudios
histéricos y epistemoldgicos y la pertinencia de los andlisis de texto en la

Educacion Matematica.

En el capitulo 2, se presentan los aspectos relacionados con la dimension histérica,
epistemoldgica y mateméatica del concepto de niamero entero negativo, presentando
un recorrido historico acerca de los sistemas de numeracion y la forma en que se
concebia el numero en la antigiedad, posteriormente se presentan algunos
obstaculos epistemoldgicos asociados al concepto y seguidamante se muestra el
concepto de namero entero negativo bajo la construcciéon formal de este conjunto

numérico como clases de equivalencia.

En el capitulo 3 se exponen los aspectos relacionados con el movimiento de las
Matematicas Modernas en Colombia, un modelo para analisis de texto y los
criterios y la presentacion de los libros de texto de las Mateméaticas Modernas y la

Matematica actual.

El capitulo 4 esta dedicado al analisis de los textos seleccionados, considerando
todos los aspectos historicos, epistemoldgicos y mateméaticos que giran en torno al
concepto de numero entero negativo, partiendo del analisis de contenido y la rejilla

como propuesta para analizar los libros de texto.
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CAPITULO 1

1. CONTEXTUALIZACION AL TRABAJO DE GRADO

Es de interés particular lograr encontrar algunas perspectivas que surgen en
relacion al desarrollo historico y epistemoldgico de algunos conceptos en
matematicas, en especial un concepto que ha sido fuente de mdaltiples
investigaciones didacticas para dar cuenta de los errores y obstaculos en la

ensefianza y aprendizaje del concepto de nimero entero negativo.

Muchos docentes al realizar su planeacion de acuerdo a una tematica establecida,
optan por usar algunas herramientas de apoyo para llevar a cabo su proceso de
conceptualizacién, ejemplificacion de conceptos, actividades, preparaciéon de
talleres, entre otros usos que el docente puede encontrar en un libro de texto, como

material de apoyo para la realizacidon y ejecucion de sus clases.

Sin embargo, son muchos los libros de texto que el docente puede emplear al
momento de llevar a cabo su planeacion, pero en ocasiones se descuidan aspectos

referentes a la historia y epistemologia que enmarcan un concepto.

En este sentido, este trabajo de grado se encarga de dar cuenta de la importancia
de tener en cuenta los estudios histérico-epistemoldgicos del concepto de nimero
entero negativo, bajo la mirada de andlisis de textos de dos periodos establecidos:
la época de la matemética moderna y la reforma educativa que rige actualmente en

nuestro pais.

1.1 Planteamiento del problema

Desde la antigiiedad se ha trabajado e involucrado el concepto de nimero natural
en actividades cotidianas que realizaban las personas, en sus practicas de

comercio y en mediciones de tierra, pero con el pasar del tiempo, la matematica y
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dentro de ella los conceptos matematicos, fueron evolucionando, a tal punto de
encontrar un concepto de niumero que al parecer no era el concepto de niamero
natural, sino un concepto mas amplio en el que estarian contenidos otros objetos

matematicos como son los nimeros enteros.

En la actualidad sigue siendo objeto de discusion el concepto de numero entero
negativo principalmente en el proceso de ensefianza y aprendizaje. Los niameros
negativos, como una extension del sistema de numeracion, estdn vinculados de
alguna manera en situaciones que requieren de su uso. Ademas el paso de los
nameros naturales a los nUmeros enteros positivos y negativos con el cero como
namero entero, amplia el concepto de numero, pero también se ve sujeto a
cambios conceptuales en las operaciones, propiedades y relaciones entre ellos,

configurando de esta manera un sistema numérico diferente.

Con respecto a lo anterior en la escuela, falta claridad en la relacion del uso de
estos numeros en el contexto cotidiano de los estudiantes, y mas aun, del concepto
como tal, de las propiedades y relaciones que este objeto matematico presenta.
Por un lado, al utilizar un libro de texto se espera que el saber que se encuentra
inmerso sea comprendido e interpretado por parte de los estudiantes, pues como lo
afrman Prendes & Solano (2004) el libro de texto es un medio did4ctico
tradicionalmente utilizado en el sistema educativo. En este sentido, este medio no
solo es utilizado por los estudiantes, también lo emplean los docentes, y por ende
ellos deben ser cuidadosos en su seleccion, para evitar en lo posible y de manera

parcial dificultades en el saber que se quiere ensefiar.

Por otro lado, la historia de las matematicas segun Gonzalez P. (2004) favorece la
comprension de los problemas matematicos a través de la inteleccion del proceso
real de creacion de los conceptos, del contexto en que aparecen, de las ideas que
las propician y de las reformulaciones que sufren. De este modo es importante
tener en consideracién aspectos de tipo histérico que envolvieron, en este caso, la
génesis del concepto de nimero entero negativo, y su relacion o forma en que es
presentado en los libros de texto, tomando como referencia las dificultades

asociadas al concepto.
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Como resultado de lo anterior, algunas investigaciones como la de Cid (2000),
enfatiza en la existencia de los obstaculos en la historia de la constitucion de los
numeros negativos y la influencia en la ensefianza actual, partiendo de la nocién de
obstaculo epistemoldgico y proporcionando algunas de las posibles aportaciones
gue se pueden tomar en consideracion al momento de ensefiar este objeto

matematico.

Multiples investigaciones aportan de alguna manera al estudio de los numeros
negativos entre ellas; Bruno (1997); Cid (2003); Gonzales et al (1999), quienes
sustentan que este objeto matematico ha tenido problematicas concernientes al
proceso de ensefianza y aprendizaje. Una de estas problematicas esta relacionada
con la falta de conocimiento del desarrollo histérico y epistemoldgico por el que
tuvieron que atravesar los niameros enteros negativos Yy el proceso de desarrollo
de éstos numeros hasta su consolidacion como un ente formal dentro de las

matematicas.

De acuerdo a lo anterior en la escuela se presenta este concepto de niamero entero
negativo como un objeto ya establecido, y que al parecer carece de dificultades en
la ensefianza y aprendizaje, precisamente porque en algunas ocasiones los
docentes desconocen la parte historica, los obstaculos y todo el soporte teérico que
se encuentra ligado en dichos niumeros. En este sentido surge una problematica
gue gira en torno a las posibles dificultades historicas y epistemolégicas que se
encuentran inmersas en cuanto al concepto del nimero entero negativo presentes

en los libros de texto:

¢, Qué obstaculos historicos y epistemoldégicos asociados al concepto del
numero entero negativo, se pueden presentar en algunos libros de texto
comprendidos durante el periodo de la matematica moderna (1960-1980) y la

matematica actual (2003-2013) en la educacion colombiana?.
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1.2 Justificacion a la problemética del trabajo

Como futuro docente es fundamental conocer y considerar aspectos historicos y
epistemoldgicos ligados a conceptos elementales dentro de la formalizacién y
caracterizacion de éstos, pues la historia esta relacionada con las matematicas, y

mas aun dentro del amplio campo de la Educacion Matematica.

En el proceso de ensefianza, se requieren docentes en capacidad de fortalecer
dicho proceso, tratando de vincular, relacionar y posiblemente lograr la integracion
de tematicas a través del andlisis de textos como medio didactico, que faciliten la
interpretacion de conceptos y uso de las matematicas en la ensefianza de los
estudiantes, sin descuidar la parte histérica y evolutiva de una ciencia tan
importante como lo es la Matematica. No se trata de involucrar la historia como tal
en las clases de matemaéticas, por el contrario, lo que se quiere plantear es que los
docentes deberian tener en consideracion los aspectos histéricos que se generaron
a raiz de un concepto, para asi mismo ser cuidadosos en el momento de

presentarlos en sus clases.

De este modo, si un libro de texto es el punto de apoyo o sirve como soporte para
un docente en aspectos que giran en torno a la realizacién y planeacion de una
clase de matematicas, de formalizacién de conceptos y de una serie de actividades
gue se proponen para los estudiantes, es interesante que se analicen la manera
cOmo se encuentran 0 presentan estos conceptos que van a ser trabajados en la

ensefianza, para tratar de evitar en lo posible, obstaculos en el aprendizaje.

Se pretende encontrar la forma en que se presenta el concepto de nimero entero
negativo en los libros de texto en la época de la Reforma de la Mateméatica
Moderna y la Matematica actual, y a partir del andlisis histdrico-epistemolégico
comparativo realizar un aporte a la ensefianza. Se trata de ver el modo de
introducir el concepto de nimero entero negativo, a partir de la consideracion del
caracter histérico y epistemoldgico por el que atraveso este concepto, concepto
gue se ha dificultado en su interpretacién por parte de los estudiantes. Asi, la

intencion estad sujeta a encontrar las falencias posibles que se encuentran en la
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concepcion del entero negativo.

En muchas ocasiones el concepto es presentado de una manera formal, y ello
conlleva, quiza, a que los estudiantes logren poca comprension del uso de estos
nameros en su contexto cotidiano, y presenten dificultades en el momento de
operar con estos numeros. En este sentido, es importante tener una base que
sustente o trate de encontrar algunas alternativas de introducir el concepto como

tal.

Lo que se bhusca en esta investigacién es presentar un aporte educativo a la
comunidad docente, para tomar conciencia de lo que se ensefia y coOmo se ensefia,
cuando se toma como punto de apoyo un libro de texto, teniendo en cuenta las
diferentes formas en la que se puede presentar el concepto de numero entero
negativo en los libros de texto de la época de la Reforma de la Matematica

Moderna y la matematica actual.

1.2.1 Pertinencia de los estudios historico- epistemoldgicos en la Educacion
Matematica.

Se reconoce por multiples investigaciones la importancia de los estudios historicos
y epistemoldgicos en la Educacién Matematica, Freudenthal (1983), sefialaba que
aprender matematicas significa «re-inventarla». En este sentido la historia permite
una profundizacién de lo que se ensefia y aprende. Podemos inferir entonces que
quien reflexiona sobre el desarrollo de las matematicas, debe necesariamente
plantearse el problema de la historia de los conceptos, y mas aun considerando
gue las matematicas como construccion humana estan ligadas al ambito social y

cultural que las produce, lo cual no debe desconocerse en el aula de clase.

Ahora bien, las matematicas como ciencia, y vistas 0 no como una creacion
humana, estan insertadas bajo una cultura y una historia, son en muchas
ocasiones, una ciencia abstracta y formal para los estudiantes en la escuela.

Desde el Ministerio de Educacién Nacional (MEN) en los Estandares Basicos de
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Competencias en Matematicas (2006), se hace énfasis en partir de situaciones de
aprendizaje significativas y comprensivas de las matematicas, apuntando a que los
contenidos mateméaticos no sean evidentes en si mismos, sino que tienen que ser
interpretados activamente por los estudiantes, permitiendo recrear ciertos
elementos estructurales de los conceptos y de los procedimientos, consolidando los

distintos procesos generales y los distintos tipos de pensamiento matematico.

Sin embargo, otro elemento que genera comprension de las mateméticas lo indica
Anacona (2003) quien enfatiza en los aportes de la Historia de las Matematicas en
el campo de la Educacion, relacionando el conocimiento matematico con otras
formas de expresién de la cultura, tales como el arte y la filosofia. Tradicionalmente
el trabajo histérico en torno al conocimiento cientifico se puede abordar de dos
maneras: la primera es una internalista, la cual se basa en hacer una historia de los
conceptos y la segunda, desde una corriente externalista, donde se consideran
aspectos sobre acontecimientos cientificos que se obtienen a partir del ambito

social, lo que respecta a la evolucion de las culturas.

Ademas se presentan ciertas limitaciones que conciernen a ambas corrientes, por
el lado internalista, se dejan de lado el contexto social y cultural en el que emergen
los conceptos del conocimiento matemético o como lo afirma Vasco (2002), que
este tipo de estudios se cifien a la evolucion y refinamiento de las concepciones
“desde dentro” de las matematicas. Desde la corriente externalista, la limitacion
esta en ligar el estudio a una historia que sefiale el contexto sociocultural, las
condiciones politicas, econémicas o religiosas en el que emergen los conceptos,

dejando de lado los aspectos tedricos que se encuentran inmersos.

De este modo, se puede identificar una tematica de analisis dentro del trabajo
historico que relaciona la evolucion de la teoria matemética en conjunto con el
contexto sociocultural; los estudios historico-epistemoldgicos, basados en el
analisis de construccién tedrica de un concepto, teniendo en cuenta el contexto

particular de produccion tedrica. Al respecto, Anacona (2003) sustenta que:

[...] Esta clase de estudios ofrece significativos aportes a la educacion matematica,
pues tener un conocimiento sobre los diversos aspectos y conceptos que han
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incidido en la construccién de una teoria, permite formarse una idea mas completa
del discurso mateméatico en la que aparecen otros elementos constitutivos de las
matematicas y su actividad, las cuales generalmente se ocultan bajo una
presentacién acabada y netamente formal.
En este sentido, el estudio y analisis de aspectos histéricos y epistemoldgicos de
las matematicas aporta elementos que el docente puede considerar en su practica
educativa, tomando como referentes aspectos que giran en torno a las distintas
concepciones de las matematicas y la complejidad epistemolédgica de conceptos
matematicos, en donde se pueden analizar las posibles dificultades que se

presentaron en la construccién tedrica de éstos.

Lo anterior posibilita la accién de que el docente y el estudiante tengan una vision
mas amplia de las matematicas y la relaciébn existente de esta ciencia con el

entorno.

A continuacién se presentan las posibles formas de la incidencia® de la Historia de

las Matematicas en la practica pedagdgica del docente, por mencionar algunas:

e Como elemento en la elaboracién de un curriculo. Influye al realizar un
analisis epistemologico que dé cuenta de la naturaleza del conocimiento
matematico, se pueden disefiar los contenidos, puesto que la historia
muestra que detrds de las matematicas se encuentran nociones que han
sido fundamentales en el proceso de su construccion.

e Como indicador de dificultades para la comprensién. Al tener conocimiento
de la complejidad epistemolégica de algunos conceptos matematicos el
docente puede comprender las eventuales dificultades que tengan los
estudiantes al enfrentarse al nuevo conocimiento.

e Como disefio de actividades didacticas. Resulta atractivo para los
estudiantes conocer las técnicas, simbolos y lenguajes que empleaban los
antiguos matematicos en la resolucion e ilustracion de un método de

acuerdo a una época en particular.

! Anacona (2003), presenta en su articulo, las formas en las que la Historia de las Matematicas
influyen de alguna manera en el quehacer pedagdgico del docente.
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. Y por ultimo, la Historia de las Matematicas en la reflexion sobre la
naturaleza de las matematicas. Esta incidencia permite al docente tener una vision
mas amplia acerca de las diferentes concepciones de las matematicas y poder asi
tomar una postura y las posibles implicaciones didacticas que generan dichas

concepciones.

Asi, se tiene entonces que hay que enfocarse mas que en tener cierta formacion en
la linea de las matematicas, también es importante conocer aspectos entorno a la
historia de las mismas, en este sentido (Vasco, 2002)?, afirma que la tensién que
se presenta es que mientras mayor sea el conocimiento en Historia de las
Matematicas, mas matematicas debe saber el profesor que quiera utilizarlas; pero
mientras mas matematicas sabe ese profesor, menos aprecia el valor de la Hitoria

de las Matematicas.

Con respecto a lo anterior, Vasco (2002) presenta una manera de aliviar la tensiéon
mencionada, y es la de ponerse a la altura del profesor que asi razona, y mostrarle
con un ejemplo de las mateméticas que ensefia cdmo los estudiantes —y él mismo,
aungue no lo confiese — aprenden mas facilmente, comprenden mas a fondo y

recuerdan mejor si se sigue el camino de la historia de ese ejemplo.

De esta manera, el saber que sera objeto de ensefianza por parte del profesor,
considerando los diferentes aportes de los estudios histéricos-epistemoldgicos de
conceptos matematicos, debe ser un saber matematico transpuesto en un saber
ensefiado, en este sentido, el profesor desarrolla su actividad a partir de
concepciones de las matematicas, sobre los procesos de pensamiento y los actos
de razonamiento del alumno y sobre los fundamentos epistemoldgicos de las
ciencias (Arboleda & Castrillén, 2003).

Considerando las dimensiones epistemoldgicas de la teoria, el profesor debe estar

en la capacidad de comprender la razon de ser de las teorias formales, permitiendo

2 En este documento, Vasco presenta siete tensiones irresolubles en la articulacion de la historia de
las matematicas con la ensefianza de las matematicas, la tensién mencionada corresponde a la
cuarta tension irresoluble propuesta por el autor, quien mas adelante en el mismo documento
expone algunas sugerencias hacia el futuro.
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elaborar las estrategias didacticas que le daran sentido en la clase al objeto
matematico seleccionado para la ensefianza. A través de una serie de actividades
de recontextualizacion y de repersonalizacion, los saberes matematicos se

actualizaran en la clase y terminaran por convertirse en conocimientos del alumno.

A partir de estos referentes teoricos se puede evidenciar el papel crucial que juega
el llevar a cabo un tipo de analisis histérico y epistemoldgico de conceptos
matematicos y la relacién existente con la Educacién Matematica, como propuestas
de tipo analitico que pueden llegar a servir de alguna manera en la planeacion y

ejecucion del disefio de las clases para los maestros en su gestion y labor docente.

1.2.2 Pertinencia de los analisis de textos en la Educacion Matematica

Algunos de los medios que el docente de mateméaticas puede emplear para llevar a
cabo su practica pedagdgicas son, por mencionar algunos; el uso de las
tecnologias y medios de comunicacion, juegos didacticos y secuencias didacticas
gue envuelven un concepto matematico que los estudiantes van construyendo, sin

embargo, uno de los medios, y quiza, el mas tradicional es el libro de texto.

Existen investigaciones que se encargan de ofrecer algunas de las formas en que
se puede analizar un libro de texto, no sin antes presentar de forma precisa
algunas posturas de los diferentes puntos de vista y concepciones que giran en

torno a lo que se entiende primero que todo por libro de texto.

De este modo, en el trabajo realizado por Monterrubio & Ortega (2011), presentan
una compilacion de las diferentes definiciones que surgen con respecto al libro de
texto, tomando como referencia el punto de vista te6rico de varios autores. Asi Van
Dormolen (1986) (citado por Monterrubio & Ortega, 2011) distingue tres tipos de
libros de texto: (a) aquellos en los que se encuentran solo ejercicios y problemas,
(b) los que se componen por un lado de teoria y por el otro problemas y ejercicios,
y (c) los que constituyen una mezcla en la que se presenta la teoria, ejercicios y

problemas mezclados, siendo éste ultimo tipo considerado como un libro “a prueba
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de profesores”, que es un tipo de manual elaborado con la intencién de que el

profesor lo siga fielmente.

Por otro lado, Rodriguez (1983) (citado por Monterrubio & Ortega, 2011) considera
gue el libro de texto es un material impreso, estructurado, destinado a ser utilizado
en un proceso de aprendizaje y de formacion concertada. En esta misma linea,
Martinez (1992) (citado por Prendes, 2001) afirma que los libros de texto no son
Unicamente medios para la ensefianza sino que son una teoria sobre la escuela, un
modo de concebir el desarrollo del curriculum y la relacion entre profesor y los
alumnos, siendo éste ultimo binomio una interrelacion, pues como lo afirman Love
& Pimm (1996) (citado por Monterrubio & Ortega, 2011), aunque los textos
escolares vayan dirigidos a los alumnos no se pretende que éstos trabajen solos
con los textos, sino que se cuente con la intervencién del docente. Asi mismo, y
muy de la mano con la interpretacion de los autores mencionados, el Grupo
Alboran (1991) (citado por Monterrubio & Ortega, 2011) sefiala que un libro por
bueno que sea, sera un instrumento ineficaz en el aula sino se cuenta con la labor

del profesor.

Desde estos enfoques se puede apreciar como el papel del profesor es crucial con
respecto al manejo del libro de texto en este sentido, Martinez (1991) (citado por
Monterrubio & Ortega, 2011) manifiesta dos puntos de vista. Por un lado, considera
los materiales a prueba de profesores, como aquellos que presentan la
planificacion educativa sin necesidad de que el profesor reflexione al respecto. Por
el otro lado, considera los materiales como instrumentos de formacion profesional,

de manera que ubiquen al profesor en un papel activo.

De esta manera, el libro de texto es de ayuda en la planeacion y préactica
pedagdgica del docente, siempre y cuando la labor no se vea limitada al empleo y
uso de éste, por el contrario, debe ser un sujeto activo dentro de este proceso, que

reflexione y analice frente a éste recurso.
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Por lo anterior, Arbelaez, Arce, Guacaneme & Sanchez (2009)® afirman que para
seleccionar y utilizar un libro de texto, hay que ser cuidadosos como maestros,
pues el libro de texto como operador tanto para el docente como para el estudiante,
trae consigo una especie de peligros. Por un lado, estos riesgos como lo
denominan los autores, es que la seleccion se realice por los sobornos ofrecidos
por agentes y vendedores de las editoriales, descuidando la calidad como tal del
libro de texto, ademas son otros de los peligros que el maestro ejecuta sobre la
utilizacion, a tal punto de que el texto se convierta en el verdadero curriculo, en un
docente esclavo de éste, al considerar desde lo que toca y lo que no toca ensefiar,

hasta el dictado y el copiado en los cuadernos al pie de la letra del libro.

Es importante tener en consideracion cémo se puede evidenciar el uso y seleccion
del libro de texto por parte del docente, una inadecuada utilizacion puede generar
falencias en la practica pedagdgica al limitar el libro de texto y seguirlo tal y como lo
sugiere, lo ideal es considerarlo como un punto de apoyo para llevar a cabo
estrategias en la planeacién, pero no caer en la tentaciéon de seguirlo al pie de la

letra.

No obstante, el peligro de dicha seleccion no solo la sufren los docentes, los
alumnos también corren el riesgo, al tener cierto grado de credulidad a lo que dice
el texto, el aprendizaje de memoria, la limitacién a las preguntas y ejercicios que

van a salir en el examen, haciendo que el texto cierre la mente del alumno.

De este modo una seleccién pertinente y justificada de un libro de texto, permitird,
al menos de manera parcial, evitar que se presenten y se corran los riesgos
expuestos. Sin embargo, no todo es negativo, y reflexionar respecto a este medio
dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje, puede llevar a mejorar la calidad
de la educacién, mejoras en la comprensién y adquisicion de conocimientos

matematicos, al respecto Arbelaez et al. (2009) refieren que:

[...] Tal vez muchas de las actividades y ejercicios del texto son mejores que los se
les ocurririan al maestro o, para ponerlo mas positivamente, la calidad de los

% Los autores presentan de manera concisa los peligros en la seleccion y utilizacién de los libros de
texto tanto para los docentes como para los estudiantes.
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ejercicios puede estimularlo a hacer otros mejores, o al menos hacerlo avergonzar
de los peores. Las sugerencias y ejercicios del texto alivian al maestro cuando tiene
dificultades con el tema, el tiempo, la preparacién de la clase o la inquietud de sus
alumnos.

Es pues de gran relevancia considerar un libro como un soporte para el maestro en
su gestion pedagdgica y didactica, que sirva para aplacar dificultades en la forma
en que se pueden presentar determinados contenidos, la coherencia o la
complejidad, el formalismo o la contextualizacién empleada de algunos objetos del
conocimiento, asimismo Escudero (citado por Monterrubio & Ortega, 2011) sostiene
gue el libro de texto esta constituido por tres dimensiones: (a) semantica, es decir,
los contenidos; (b) estructural-sintactica, que se refiere a su forma de organizacion
y sistema de simbolos; y (c) pragméatica, donde se tiene en cuenta su uso y
propositos. Desde esta perspectiva conceptual que el autor menciona con respecto
al libro de texto, pone de manifiesto una forma de analisis de un texto escolar, claro
estd que no es la Unica via de analisis, existen multiples maneras de analizar un
libro de texto, considerando a rasgos muy generales la parte conceptual, la
organizacion o secuenciacion de los contenidos y los propoésitos, considerados
como una fuente de analisis cuando se va a introducir una tematica o un concepto

determinado.

Es posible entonces hacer uso del libro de texto considerando dimensiones de
analisis que permitan no s6lo mejorar el quehacer pedagdgico del docente, sino
gue el alumno no presente dificultades u obstaculos en el aprendizaje, pues el libro
de texto como lo afirma Escudero (citado por Prendes, 2001) ha sido, y quiérase o

no, sigue siendo uno de los materiales de mayor uso en la escuela.

De acuerdo a lo anterior, el libro de texto al parecer, tiene una tendencia a ser un
material que no desaparecera, y por ello es importante considerar que el uso no es
exclusivo de los docentes, por el contrario los estudiantes también hacen uso de
éste, y es en este sentido que se debe procurar por mejorar la calidad de la
educacién cuando se opta por utilizar un libro de texto en las clases de
matematicas, para prever de alguna manera las posibles dificultades que giran en

torno a la conceptualizacion y/o la forma en que se presentan los objetos
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matematicos.

Finalmente, Arbeldez et al. (2009) sugieren con respecto al poder del libro de texto,
de su seleccidén y utilizacién que a través de apropiadas sugerencias en el texto y a
través de una buena guia del maestro pueden cambiarse muchas practicas
pedagogicas obsoletas e ineficientes, e introducir nuevas estrategias y actividades

gue ninguna reforma oficial puede lograr.

Con respecto a todo lo mencionado, lo relevante para este trabajo que busca
encontrar las posibles variaciones de la manera en que es presentado el concepto
de numero entero negativo en dos épocas especificas, es por un lado, que los
estudios histérico-epistemoldgicos permiten una aproximacion de encontrar
dificultades, obstaculos y diversos aspectos que han conducido a la construccién
de una teoria que aparentemente es presentada de manera formal, facilitando al
docente la interpretacion de estos aspectos al momento de introducir o presentar el
concepto como tal para que de manera parcial se puedan reducir falencias en la

ensefianza y aprendizaje del concepto de niumero entero negativo.

Ahora bien, un acercamiento al concepto del niumero entero negativo bajo la
perspectiva histérica y epistemoldgica son de gran relevancia para el objetivo de
este trabajo, pero muy de la mano al llevar a cabo el andlisis de dos textos de la
Reforma de la Matematica Moderna y dos textos de la Matematica actual en la
educacion colombiana, para estipular si con el transcurrir de los afios se siguen
presentando obstaculos epistemolégicos en los libros y las posibles variaciones o

semejanzas presentes.
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1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo General.

Identificar los posibles obstaculos histéricos y epistemolégicos asociados a la
concepcion del numero entero negativo a través del analisis de algunos textos
en los periodos de la Reforma de la Matematica Moderna (1960-1980) y de la

Matematica actual (2003-2013) en la ensefianza colombiana.

1.3.2 Objetivos Especificos.

e Contrastar a partir del analisis de textos, la caracterizacién del concepto de
entero negativo en cada uno de los periodos establecidos entre los libros de

textos de la Matematica Moderna y de la Matematica actual.

e Caracterizar los obstaculos histéricos-epistemologicos presentes en dos
libros de la Reforma de la Matematica Moderna y dos textos de la

matematica actual, a través de la aplicacion de una rejilla de analisis.

1.4 METODOLOGIA

Este trabajo se inscribe en la linea de investigacion de Historia de las Mateméticas,
cuya modalidad escogida es de Monografia, la cual se basa en una actividad
técnico-cientifica, presentando diferentes niveles de profundidad para acceder a un

titulo de pregrado.

Para llevar a cabo la propuesta de trabajo se han diferenciado tres fases, las cuales

se describen a continuacion:
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Primera fase

Como primera medida se tiene en cuenta en este trabajo, la presentacion y
justificacion de la problemética planteada, considerando, por un lado, la importancia
de la Historia de las Matematicas en el campo de la Educacion Matemaética, y por el
otro, la relevancia de llevar a cabo los analisis de texto como mejoras en la practica
pedagogica del docente. Asi mismo, se indaga acerca de los avances teoricos del
concepto de numero negativo, mostrando desde wuna vision histérica y
epistemoldgica, las diferentes referencias que sirvan como punto de apoyo en la

incidencia de la ensefianza y aprendizaje.

Segunda fase

En esta fase del trabajo se presenta una aproximacién histérica-epistemoldgica ,
matematica y curricular del concepto de nimero entero negativo, a través de una
indagacion bibliografica que permita primero, mostrar las diferentes investigaciones
y/o referentes del estado del arte de la problemética en cuestion, y segundo
presentar los antecedentes que se divididen en dos dimensiones; una histérica y
epistemoldgica, en donde se tiene en cuenta todo el proceso evolutivo y génesis
del concepto, desde las nociones mas antiguas del concepto de numero y los
diferentes sistemas de numeracién en algunas de las culturas del mediterraneo,
oriente y de América, tomando como soporte algunos autores, por mencionar
algunos, Magafa, P (s.f), Herndndez, M. (2010), quienes presentan de manera
concisa un acercamiento a la evolucién del concepto de numero y los sistemas de

numeracion asociados.

Desde la dimensién epistemoldgica autores como Cid (2000), Gonzélez, J. L.,
Iriate, M., Juméno, M., Ortiz, A., Ortiz, A., Sanz, E. & Vargas-Machuca, I. (1999)
reportan algunos de los obstaculos epistemoldgicos de los nUmeros negativos en la

ensefianza y aprendizaje.

Con respecto a la dimensiébn matemética se presentara la construccion de los

nameros enteros negativos como clases de equivalencias, considerando en ultimas
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todo lo relacionado con la parte formal y axiomatica del conjunto numérico.

En la dimensién curricular, se considera la parte educativa, tomando como
referencia aspectos de tipo didactico y curricular. Autores como Bruno, A (1997)
presenta en su trabajo, las formas de realizar la extensién a los nUmeros negativos,
ademas Gomez, A. & Sanchez, A. (2008) exhiben en su trabajo las formas de
construir modernamente cada conjunto numérico y la reforma curricular expedida
por el MEN (2006).

Tercera fase

En esta ultima fase, se lleva a cabo el proceso de seleccién y andlisis de los libros
de texto, para ello se tiene como base dos libros de la época de la Reforma de la
Matematica Moderna y dos libros de textos de la matematica actual, con la
intencionalidad de poder realizar comparaciones, logrando en lo posible encontrar
las variaciones y las dificultades histéricas que se puedan generar en ambas
épocas, en cuanto a la presentacion que se efectia del nimero entero negativo,
para asi mismo, establecer algunas recomendaciones que se pueden considerar al
momento de introducir en los estudiantes este concepto, tomando como base el

andlisis histérico-epistemoldgico de la concepcion del nUmero entero negativo.

Como soporte tedrico para llevar a cabo el andlisis de los libros de texto, se tiene
en cuenta la propuesta de analisis de textos historicos de matematicas de Rico, L.,
Marin, A., Lupiafiez, J. L. & Gémez, P. (2008), utilizando la técnica denominada

analisis de contenido.
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CAPITULO 2

2. PERSPECTIVA HISTORICA-EPISTEMOLOGICA Y MATEMATICA DEL
CONCEPTO DE NUMERO ENTERO NEGATIVO

Durante el transcurso de la historia se puede observar como los conceptos
matematicos han ido emergiendo como respuestas a las necesidades de la
humanidad o simplemente como avances dentro de una disciplina cientifica cuyas
implementaciones se ven reflejadas en otras ciencias como la fisica, la astronomia,
la quimica, entre otras. Se han realizado investigaciones que dan cuenta de
diferentes aspectos en la construccién y evolucién de un concepto determinado, en
este caso el concepto de numero entero. Estos conceptos han sido abordados
desde perspectivas cientificas, historicas, epistemologicas, didacticas y

pedagdgicas.

En el desarrollo de los fundamentos tedricos que sustentaran este trabajo de
investigacibn se tendran en cuenta elementos de naturaleza historica,
epistemologica, matematica y didactica en especial las concernientes al analisis de
textos, entre otras. Ademas se analizaran como se relacionan entre si estas
concepciones, dentro de cada punto de vista, para darle finalmente cuerpo tedrico
a este documento. Se recuerda que el objetivo de este trabajo es realizar un
estudio histérico - epistemoldgico del niumero entero negativo, bajo el analisis de
textos de los periodos de la Reforma de la Matemética Moderna y la Matemética
actual. A continuacion se presentan los referentes tedricos divididos en tres

dimensiones a saber: histdrica, epistemoldgicay matematica.

2.1 Dimensién Histdrica del Concepto de Numero Entero Negativo
Es habitual reconocer que los numeros naturales son uno de los objetos

matematicos que se encuentran en cualquier cultura. Frediani E. & Tenorio A.

(2004) indican que la arqueologia confirma que la idea de nimero y su utilizacion
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surge en el mundo hace mas de 30.000 afios, siendo incluso muy posible que los
ordinales precedieran a los cardinales, dado que el nimero se presenta primero
como una necesidad para ordenar, y luego para contar o medir. Se dice que la
necesidad de ordenar se presenta cuando nuestros antepasados necesitaban una
forma de establecer el orden de participacion en sus ceremonias religiosas, y la
necesidad de contar o de medir magnitudes aparece cuando se desea crear una

estructura social organizada y estructurada.

Con referencia a lo anterior, citar un origen como tal de los nimeros, es remontarse
a una historia de la época antigua, segun Hernandez (2010) quien presenta de
manera concisa los sistemas numéricos en la antigledad, el concepto de ndimero
se desarroll6 de manera lenta, a lo largo de la evolucion de la mente humana, tras
un proceso de abstraccion natural, ligado con aspectos de la vida diaria. El primer
procedimiento aritmético inici6 con lo que modernamente se conoce cOmo
correspondencia biunivoca miembro a miembro, cuya facilidad era la de permitir a

cualquier persona la posibilidad de comparar dos conjuntos de diferente naturaleza.

Con el tiempo el hombre diferencié entre “un lobo” y “muchos lobos”, y mas tarde
pudo establecer relaciones o equivalencias entre “un lobo”, “un arco”, momento en
el cual tiene su génesis el concepto de unidad, de igual forma, se percataron de las
relaciones entre pares de objetos: las manos y los pies, el hombre y la mujer, el dia
y la noche, proceso que terminé con el concepto de par y dos. Al parecer los Unicos
nameros admitidos por la mente humana eran el uno y el dos, hablando después

de multitud, segun los antropélogos del lenguaje.

Los primeros indicios de la actividad de contar objetos, se dio mediante el uso de
los dedos de la mano, para representar conjuntos de hasta cinco o diez elementos
y hasta veinte utilizando los dedos de los pies, si éstos eran insuficientes para
llevar a cabo el conteo, se utilizaban montones de piedras. Al respecto, Magana,
(s.f) sostiene que el hombre primitivo tuvo muchas razones y situaciones de la vida
diaria que lo incitaron a tratar de cuantificar todo lo que le rodeaba, para saber
cuantas cabezas de ganado u ovejas poseia, para saber el nUmero de armas o

para cuantificar la extension de los terrenos sembrados. Ademas, se vio en la
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necesidad de cuantificar las medidas en su modo base de contar, utilizando
métodos como un sistema de rayas rasgadas en las paredes o pintadas en papiro,

otro método era haciendo marcas en los troncos de los arboles.

Segun se ha mencionado, es comparando cantidades, la idea primitiva con que el
hombre dio inicio a la construccion del concepto de numero. Mas adelante el
hombre ya contaba de dos en dos y de tres en tres, utilizando montones de
piedras, que simbolizaban unidades de orden superior, siendo el nucleo de los
sistemas de numeracion, que fue diferente en cada cultura, a través de la invencion
de la escritura numérica, basada en la sustitucion del concepto abstracto de

namero por signos convencionales. Como se presentara a continuacion.

2.1.1 Sistemas de Numeracion

Tomando como referencia a los Lineamientos Curriculares (1998), la comprensién
de un concepto numérico se puede iniciar a partir de las apropiaciones que las
personas tengan sobre el significado de los nimeros, para ello se consideran las
experiencias que han tenido en la vida cotidiana y la construccion del sistema de
numeracién teniendo como base algunas actividades como contar, agrupar y el uso

del valor posicional.

Ahora bien, la forma como se han presentado los nimeros a lo largo de la historia
ha evolucionado. La manera como se presentan los niumeros de acuerdo con
Guedj, (1998) (citado en Frediani & Tenorio, 2004) alude a la forma visual, oral y
escrita, €l menciona ademas que la visual y la oral son posibles en diversos
pueblos, pero que la forma escrita solo es posible en las civilizaciones donde
aparece la escritura. Guedj, (1998) (citado en Frediani & Tenorio, 2004) menciona

los siguientes sistemas de numeracion:

1. Sistemas de numeracion figurada: son los constituidos por un sistema de
marcas fisicas realizadas sobre soportes u objetos. Entre estos sistemas de
numeracion se encuentran las cuerdas con nudos o quipus de los incas
(desarrollados en el s. Xl d.C.).
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2. Sistemas de numeraciéon hablada: son los que atribuyen un nombre a cada
namero con palabras de la lengua natural, de modo que al transcribirlas por
escrito, se escribirian con todas sus letras como en: uno, dos, mil.

3. Sistemas de numeracion escrita: son los que emplean simbolos ya existentes
0 inéditos para representar los nimeros. Entre estos sistemas se encuentran los

sistemas de numeracion de los mayas y de los aztecas, por ejemplo.

Se observa entonces que los principales sistemas de numeracion que emergen en
la historia, consideran una base que les permite expresar los nUmeros empleando
cantidades pequefias de simbolos, y también permitia la agrupacion de unidades y
establecimiento de escalas en la sucesion de los numeros, definiendose asi
unidades de diversos 6rdenes. Guedj (1998) (citado en Frediani & Tenorio, 2004)
ofrece una segunda clasificacion de los sistemas de numeracion, la cual esta
encaminada a como se deben interpretar los simbolos de un sistema de

numeracion escrito, a continuacion se enuncia brevemente:

» Sistema de numeracién aditivo: solo se emplea la operacion adicion para
componer los nameros a partir de las cifras.

+ Sistema de numeracion hibrido: se emplean tanto la adicion como la
multiplicacién a la hora de componer los numeros. La adiciébn sirve para
contabilizar qué aporta cada potencia de la base, mientras que en una misma
potencia se recurre a la multiplicacion.

» Sistema de numeracién de posicion: los sistemas de numeracién posicionales
emplean unos simbolos, que denominamos cifras y tienen un valor dependiendo
del lugar donde se situan.

Se puede establecer que la escritura de los nUmeros a través de la historia, puede
ser explicada no sélo a partir de la interpretacion de cantidad que un nimero pueda
generar, sino que éstos dependen de la ubicacion o posicion de los simbolos y la
combinacion o el principio aritmético de sumar y multiplicar para la obtencién de
otros numeros, conllevando a la identificacion de la base que se utilizaba. A
continuacion se presentardn de manera general cada uno de los principales
sistemas de numeracion, teniendo en cuenta que las representaciones figurales de

estos sistemas fueron tomadas de Hernandez, M. (2010).
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2.1.1.1Sistemas de numeracién mediterraneos

Los sumerios: Hacia el afio 4000 a.c, en el sudeste de la mesopotamica se
instalaron los sumerios. Se caracterizaron porque contaban utilizando la base 60
(sistema sexagesimal), que en la actualidad aun quedan rastros de esta base,
como lo son la forma de medicién de angulos y la medida del tiempo. Todavia no
se conocia el numero cero. Este sistema de numeracién se basaba en el principio
aditivo, es decir, que los nueve primeros nameros naturales, se representaban
repitiendo el signo de la unidad tantas veces como fuera preciso; los nimeros 20,
30, 40 y 50 se hacia repitiendo el de las decenas; los nimeros 120, 180, 240 se
hacia repitiendo el signo de la sesentena. En la figura 1 se puede apreciar la

escritura del sistema de numeracion:

T 1 TT 2 TTT 3 = 4
T s T 6 = 7 =i 5
= 9 < 10 <T 11 <TT 12
<TTT 13 <= 14 < 15 <FFF 16
<EEF 17 BT 18 <EHE 19 & 20
. 30 < 40 s 50 s 60

Figura 1. Representacion del sistema de numeracion de los muescas (sumerios)

Los semitas: por semitas se entienden varios pueblos como los acadios, los
asirios, los babilonios entre otros, cuando estos pueblos llegaron a Sumeria, se
produjeron tres etapas fundamentales, debido a que los semitas utilizaban un
sistema de numeracién decimal, y los sumerios un sistema de numeracion en base
60.

La primera etapa concierne a la asimilacion por los acadios de la cultura sumeria,
adaptandose al sistema sexagesimal. En la segunda etapa, conviven los dos
sistemas (sexagesimal y decimal), y en la tercera etapa, es eliminado el sistema

sexagesimal. Por esta época aparecio el primer cero, significando ausencia de
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unidades sexagesimales.

Los babilonios: Segun Magafa, P (s.f) fueron los babilonios los primeros en
contribuir al desarrollo de las mateméticas. Tenian un método de contar un poco
complicado, su sistema de numeracion era de base 60, llamadas sesentas
babildnicas, los niumeros ejes que utilizaban en su base de numeracion era el diez
y el sesenta, teniendo en cuenta el posicionamiento de estos caracteres asi mismo

se leian e interpretaban.

Segun Perelman, Y. (1959) Los numeros en el sistema se representaban con la
ayuda de sélo dos simbolos, una cufia vertical que representaba a la unidad y una
cufia horizontal para el numero diez. Estas cufias resaltaban en las tablillas de las
cufias de arcilla, por los palitos inclinados, y tomaban la forma de un prisma. Los
signos para el diez y la unidad repetian, correspondientemente tantas veces como
en el numero hubiese decenas y unidades, en la figura se evidencia el sistema de

numeracion de los babilonios.

<<§$§? =20+ 5225 m < 40+7 37

=50+8=59

Figura 2. Representacion del sistema de numeraciéon babilonio

Los egipcios: Esta civilizacion invento casi al mismo tiempo que en Mesopotamia,
hacia el afio 3000 a.c, su sistema de numeracion en base diez, aditivo, no
posicional, pudiendo representar nUmeros superiores a 10° por medio de

jeroglificos, tal y como se presenta en la figura 3.
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T 100 1000 | 10.000 | 100.000 |1.000.000

| S

e, AR

Untrazo Unarco | Unrollo Una flor | Un dedo Un perzi V?Un hombre

Figura 3. Representacion del sistema de numeracioén jeroglifica egipcia.

Asi mismo, en la Edad del Bronce aparecié la necesidad de usar los nameros
fraccionarios que representaban fracciones unitarias, es decir, con numerador 1. Se
puede evidenciar que hasta el momento, no se hacia uso ni del nimero entero
negativo ni de un sistema de numeracion para este tipo de nimeros, caso contrario
con el sistema de numeracién de las fracciones que empleaban los egipcios como

se presenta en la figura 4:

(15 ) ooDg
000 0o a0 (ro 2
1 | 1 i
E = 3 1o 100

Figura 4. Representacion de las fracciones.

Los griegos: Esta civilizacion tomé el diez como base en su sistema de
numeracién, usando letras del alfabeto como simbolos para los numeros, segun
Marin, M. & Ospina,G. (1998), es en la Grecia antigua donde se empieza a
desarrollar un sistema tedérico matematico independiente de lo empirico, porque en
las culturas pre griegas existen practicas matematicas que no estan desligadas de
problemas concretos de la vida cotidiana o de la construccion de templos o
monumentos. En este sentido, se destacan tres etapas importantes en la

antigledad griega.

En primer lugar estan los presocraticos, siendo Pitdgoras, quien con su filosofia

basada en la idea de numero, donde las cosas son numeros y los numeros son

36

——
| —



cosas, les atribuia representaciones geométricas y ademas espirituales, asi
existian los numeros triangulares, cuadrados y oblongos, ligados a una

cosmovision del mundo y servian para explicarlo.

En segundo lugar se encuentra la escuela de Atenas, prevaleciendo filésofos
importantes como Platon y Aristoteles. Para Platon los nameros y las matematicas
habitaban en un mundo ideal independiente del hombre, es decir, las mateméticas
ajenas del mundo sensible. Por otro lado, para Aristoteles los nameros son
construidos en el proceso de abstraccion y generalizacion llamado aphairesis, asi

el nimero consiste en una coleccion de unidades (Marin, M. & Ospina, G. 1998).

Asi mismo, la anterior definicion trae consigo tres cuestiones importantes, en
primer lugar la unidad es sintética y no se puede dividir; en segundo lugar, el uno
no se considera numero debido a que la connotacion de namero implica pluralidad
y no singularidad. En tercer lugar, el cero tampoco es considerado como numero
pues éste se asocia al vacio o la carencia y dentro de la filosofia de los griegos el

Ser se opone al no ser.

Desde esta mirada histérica y filoséfica se puede apreciar la existencia de los
nameros naturales excluyendo el uno y el cero que para la civilizacion griega
carecian de significado, al igual que las cantidades negativas a las que no hacian

alusion.

El sistema de numeracién era Jonico o alejandrino, donde se empleaban las letras
minuUsculas del alfabeto y algunos simbolos, lo que resultaba complicado poder
realizar operaciones aritméticas. En la figura 5 se presenta el sistema de

numeracion griega:

Co Ay Y= gy £ = & 7 e
1 2 3 4 5 6 7 8 9
¢ ¢ A y7 v E o JT o

10 20 30 40 50 60 70 80 90

o o T 3] P x Y @ A B
100 200 300 400 500 600 700 800 900

Figura 5. Representacion del Sistema de numeracion griega.
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Los romanos: Utilizaron simbolos que estaban compuestos por siete letras (I-V-X-
L-C-D-M), nunca usaban mas de tres signos juntos, asi las tres primeras cifras eran
representadas por tres rayas verticales, el cinco se representaba con la letra V, el
diez con la letra X, el cuatro lo significaban restando de una cifra mayor como el

cinco la unidad, para obtener el nueve le restaban a diez la unidad.

La contribucion de esta esta civilizacion a las mateméticas segun Magafa, P. (s.f)
concierne a que éstas estuvieron limitadas a algunas nociones de agrimensura,
surgidas de la necesidad de medir y fijar fronteras del imperio. La huella romana en
su sistema de numeracién continua siendo vigente esto se observa en los capitulos

de libros, en la sucesion de los reyes y en la notacion de los siglos.

2.1.1.2 Sistemas de numeracién orientales

A los griegos en el estudio de las matematicas le sucedieron los hindles, que
recibieron su influencia directa, posteriormente cuando fueron dominados por los
arabes en el 632 A.D quienes tomaron y mejoraron los simbolos numéricos de los

hinddes lo mismo que la notacién posicional Magafia, P. (s.f).

Los hindues: Esta civilizacion se caracteriz6 por dominar por completo el arte de
contar, su sistema de numeracion era de base diez o decimal, eran habiles
matematicos, resolvieron un gran problema al inventar el simbolo del cero
denominandolo sunya. Al respecto, Hernandez, M. (2010), afirma que se cree que
el concepto de cero aparecié en siglo V d.C , en el afio 510 cuando el astrénomo
indio Aryabhata inventd una notacidbn numérica que precisaba un conocimiento

perfecto del cero y del principio de posicionamiento en base decimal.

Hasta el presente se puede observar como en las diferentes civilizaciones no se
hace presente un sistema de numeracion ni una referencia puntual acerca del
concepto de namero entero negativo, sin embargo, en el afio 628, el matematico y
astronomo Brahmagupta describe métodos de célculo con las nueve cifras y el

cero, ademas de usar las reglas algebraicas de numeros positivos y negativos, en
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las que el cero esta presente como concepto matematico (Hernandez, 2010). En la

figura 6 se puede apreciar el sistema de numeracion de los hindues.

I 2

w |

¥F Pe 34 2 &6 06 > % 3 9
4 6 7 8 9

(9]

Figura 6. Representacion del sistema de numeracién Hinda.

Desde esta época se describian métodos operatorios con las cifras y usando reglas
algebraicas se operaba con numeros positivos y negativos sin tener una clara
conceptualizacibn de estos numeros, al respecto Anne(2002) afirma que los
nameros negativos aparecen como auxiliares de céalculo; no hay nimeros negativos
en los enunciados de los problemas, tampoco los hay en las respuestas. Las reglas
de calculo estan dadas pero nadie se preocupa por justificarlas.

Los chinos: Este pueblo también inventd su propio sistema de numeracion hacia
el afio 1500 a.c, era un sistema que combinada el principio aditivo con el
multiplicativo en base diez, y se debia tener en cuenta el orden de escritura, ya
fuera vertical (de abajo hacia arriba) u horizontal (de izquierda a derecha). Emplea
una serie de trece ideogramas hasta la decena, centena, millar y decena de millar
(Hernandez, 2010). En la figura 7 se presentan los ideogramas o el sistema de

numeracion de los chinos.

— ==l F N L AN
1 2 34 5 67889

Figura 7. Representacion del Sistema de numeracion chino.

Desde épocas remotas 400 a.c., los chinos realizaban sus calculos aritméticos
utilizando pequefias varillas. Colocaban los denominados nimeros barra sobre una
superficie plana (tablero de célculo). Asi, el concepto de niumero expresado en
palabras se transcribid a una notacion posicional sobre un tablero de célculo

(Gallardo, A., & Hernandez, A. 2007). Los nueve digitos de la notaciébn de namero
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barra eran de dos tipos, dependiendo de la posicion, como se presenta en la

siguiente figura:

Posicion 1 2 3 4 5 6 7

8 9
l:l\NIDADES
cevros L LD 0TI T |0 T T
DIECES —_ | =
e | _|l= = E|EL 444

Figura 8. Notacion de nimero segun la posicion.

Los chinos realizaban las operaciones elementales, y gracias al uso del célculo el
concepto del cero evoluciond. Asi también, los chinos como lo afirman (Gallardo,
A., & Hernandez, A. 2007) utilizaron varillas de color rojo para representar o hacer
alusién a los numeros positivos y varillas de color negro para representar los
nameros negativos. En la notacion de los nameros barra, la forma alternativa de

indicar los nimeros negativos fue colocar una varilla en forma diagonal. Asi por

ejemplo el nUmero —806 se expresaba como: 1 .

Los numeros barra consistian en los nimeros que hacian referencia a precios de
venta, precios de compra, excedente y déficit, de este modo los conceptos de
positivo y negativo evolucionaron de entidades opuestas, como ganancia y pérdida,
comprar y vender, en el tablero de célculo se desprenden dichas asociaciones
lingUisticas y devienen en un conjunto numérico, cuyas propiedades se conectan

con las de otro grupo familiar, el de los nimeros positivos.

Ademas, el tablero de célculo permitié a los chinos extender sus bases aritméticas
a otros niveles, incluso el método que involucra los niumeros barra era aplicable no
solo a problemas particulares sino que se podia generalizar a conjuntos de
problemas, como los que se presentaban en algebra, en donde cobran sentido los

nuameros negativos en la resolucion de ecuaciones.
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Se puede evidenciar como el concepto de numero negativo se presenta desde
eépocas remotas en el afilo 400 a.C, desde los chinos con la utilizacion de este
concepto y de manera no formal en practicas de su diario vivir, asociandolo a
situaciones contextualizadas como el hecho de comprar o vender y la forma en que
era representado en el tablero de calculo, con una barra diagonal que hacia

referencia a la negatividad.

Los arabes: El sistema numérico actual (lamado arabigo) no fue inventado por los
arabes, sino por los hindues, al cero lo llamaron céfer, que en el idioma arabe

significa vacio.

Este nuevo sistema de numeracion se fue esparciendo por occidente
reemplazando a los numeros romanos. Asi en el afio 1500 d. c la aritmética

explicaba el sistema de numeracion arabigo con todo lujo de detalles.

S P ] SN [ ) o o ol I+
1 o 8 I . R o A

Figura 9. Representacion del sistema de numeracion arabe.

Kol—=

2.1.1.3 Sistemas de numeracién americanos

En el continente americano se desarrollaron grandes civilizaciones, entre ellas se
destacan los Mayas y los Incas, como las culturas con avances matematicos mas

representativos en América.

Los mayas: Esta civilizacion se caracterizé6 segun Hernandez, M. (2010), porque
practicaban el comercio y la agricultura por medio de las observaciones solares, su
sistema tiene alguna semejanza con el romano. Conocieron el cero y su sistema de
numeraciéon era en base veinte o vigesimal pero posicional, es decir, escribian de

arriba hacia abajo y utilizaban el cinco como base auxiliar.
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Los numeros del uno al diecinueve se representaban por medio de puntos y barras
consecutivas verticales, el nUmero uno era representado por un punto, los puntos
se repetian hasta cuatro veces, el cinco era una raya horizontal a la que se le

afiadian puntos hasta llegar al nueve (Magafa, s.f).

El cero por un 0jo o una concha semicerrada con un punto adentro. En la figura 10

se presenta el sistema de numeracion de los mayas.

° o coe eceoe s S5

8 9 10

16

19 20

°
<
6
o
°
o

||| 'J‘I

©

iz ~1:
°

f N
N
J
o

Figura 10. Representacion del sistema numérico maya.

Los incas: Con respecto a los incas, Blanco, H. (2009), sustenta que éstos
desarrollaron un sistema de informacion llamado Quipu, que estd compuesto por
una cuerda principal, mas gruesa que las otras, de la cual cuelgan otras
cuerdecitas. La longitud de éstas varia de 20 a 50 cm y un Quipu puede estar
formado por un minimo de 3 hasta 2000 cuerdecitas. Una cuerdecita puede estar
hecha por numerosos hilos de un determinado color, o bien por una combinacion

de hilos de diferentes colores.

En cada cuerdecita, fijada a la cuerda principal, hay grupos de nudos. Cada nudo o
grupos de nudos representan un namero. Cada grupo contiene de 0 a 9 nudos y
e+}stan separados por espacios que distinguen la posicion de uno con respecto a
{otro. Su sistema se trata sobre un sistema posicional en base decimal: los nudos
largos (L) representan las unidades, los nudos individuales o nudos simples (S)
colocados en sucesion representan las decenas, las centenas y los miles. En la

figura 11 se puede apreciar los nudos del Quipu.
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Figura 11. Nudos del Quipu.

El nimero 1 en la posicién de unidad esta representado por un nudo en ocho (E),
ademas el cero aunque no era considerado como numero, lo representaban como

la ausencia de nudos o por una cuerda sin nudos.

A partir de la presentacion de los diferentes sistemas de numeracion que se
desarrollaron en las diferentes culturas, se puede inferir que la representacion del
namero, se basa generalmente en los nimeros enteros positivos, en algunas
culturas como en los incas, los mayas y los arabes, consideraban el cero como la
ausencia de cantidad, es decir que no estaba conceptualizada como tal la idea de

numero sin embargo tenian un sistema de numeracion para éste.

En otras culturas como en la hindld, el cero esta presente como concepto
matematico y describian reglas algebraicas de numeros negativos y positivos. Los
chinos fueron, al parecer, los que utilizaron desde el primer siglo los numeros
negativos asociandolos con situaciones de la vida cotidiana como; ganancias y
pérdidas, compras y ventas, e inventando un sistema de numeracion propio para

estos nimeros.

Otras civilizaciones como la de los egipcios consideraban numeros fraccionarios
con numerador 1, con un sistema de numeracion propio para estos numeros pero
sin rastro alguno de numeros negativos. Hernandez, M. (2010), afirma que se
puede visualizar como en las diferentes culturas se formaliz6 la accién de contar,

creando sistemas de numeracion.

Sin embargo, matematicos indios como Brahmagupta en el siglo VII, ensefa la

manera de hacer sumas y restas, usando bienes, deudas, la nada. Las reglas de
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célculo estan dadas pero nadie se preocupa por justificarlas. Los numeros
negativos van a aparecer en el calculo, y los matematicos se permitiran practicar

las operaciones, aunque las reglas no estén establecidas (Anne, 2002).

2.2 Algunos Elementos Historicos para la caracterizacion de los Numeros
Negativos

Los numeros negativos aparecen en occidente a finales del siglo XV, como una
génesis algebraica, relacionados con la resolucion de ecuaciones, es Cardano
(citado por Recalde, L., 2005) quien consideraba las raices de las ecuaciones como
ficticias, mientras que a las positivas las denominaba raices reales. Por esta misma
época, otros matematicos, como Vieta no admitian a los negativos ni como
coeficientes ni como raices en las ecuaciones, ellos dardn solo las soluciones

positivas de éstas.

Segun Gonzélez, et al.,, (1999), para el matemético flamenco S. Stiven, los
nameros negativos son Utiles como herramientas de calculo, lo que le lleva a
otorgarles una existencia como simbolos independientes en un calculo numérico.
Admite la adicion de x + (—y) en lugar de considerarla como sustraccion de y a x.
Tratd de justificar por medio de la geometria la regla de los signos partiendo de la

siguiente identidad algebraica:
(a—=b)(c—d) =ac—bc—ad + bd
Cuya representacion se establece mediante la siguiente figura:

a b

d

Figura 12. Representacion geométrica de la regla de los signos.
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Sin embargo, Stiven carece de interpretacion para los negativos y de las raices
negativas de una ecuacion dice que son las raices positivas de su trasformacion.
Es decir, que si —a es un nimero negativo raiz de x? + px = q entonces, el nimero
positivo a es raiz de x?> — px = q. Tampoco para Stiven los negativos son fiables,
debido a la definicion de namero dada por él, sobre la cual un nimero es aquello

gue expresa cantidad (Gonzalez, et al., 1999).

Se puede ver de manifiesto las diferentes posturas que giran en torno al nimero
negativo en el campo algebraico, en particular en la resolucién de ecuaciones, en

este sentido Gonzélez, et al., (1999) afirman que:

[...] Con el desarrollo del algebra, los negativos aparecen de nuevo en escena,
provocando entre los algebristas reacciones diversas que van del rechazo a la
tolerancia, pasando por el espanto que hace que se les califique de falsos, ficticios o
absurdos. Pero este rechazo es ya un sintoma de que los matematicos se han
detenido en ellos y una forma de reconocer su existencia aunque sea a través de
negarsela. Quizas el término “negativo” provenga de esta época, ya que eran los
valores negados cuando se obtenian como raices de una ecuacion.

La introduccion de los numeros negativos en Europa hacia el siglo XV durante la
época del renacimiento, segun Gallardo, A., & Hernandez, A. (2007), la realiza
Nicolas Chuquet quien tuvo gran audacia de dar sentido a soluciones negativas en
ecuaciones y problemas. Sus lenguajes y métodos algebraicos permitieron
encontrar soluciones a las que algunos contemporaneos consideraban insolubles.
Si el método conducia a un nimero negativo, este era la respuesta y debia ser
interpretado como tal. Los niumeros negativos adquieren presencia escrita gracias

al lenguaje simbalico creado por Chuquet, no serian invisibles ni absurdos.

Sin embargo, a pesar de la introduccion realizada por Chuquet de los numeros
negativos en el siglo XV, durante el siglo XVIII los negativos siguen siendo objeto
de discusion, debido en gran parte a la falta de un modelo unificador que le sirva de
soporte. Segun D’Alembert (citado en Gonzalez, et al.,, 1999), las cantidades
negativas son aquellas que son observadas como menores que nada’y que estan

precedidas del signo menos. En el contexto del célculo, para D Alembert la

* Entiéndase nada como lo que no se puede concebir.
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aparicion de una raiz negativa significa que hay que modificar el enunciado, no le
da cabida al negativo como numero, tan solo le da entidad en algunas situaciones
como cantidad negativa. En uno de sus problemas no admite —50 como numero y
lo traduce por restar 50, identificando el signo (—) de negativo con el signo (—) de

la sustraccion.

De este modo la legitimizacion de los numeros negativos se realizd treinta afios
después, gracias a Hankel, H. (1867) (citado en Anne, B., 2002), quien aborda el
problema de manera formal. Las reglas de la adicion y de la multiplicacion deben
ser las mismas para todos los numeros reales positivos 0 negativos. Los negativos
tienen el estatus de numero y realiza la distincion del signo (—) del opuesto y del

signo (—) de la sustraccion.

De acuerdo con Gonzélez, et al., (1999), Hankel no buscé la justificacién de los
negativos en situaciones reales, es decir, no buscé considerar los nuameros
negativos asociados a la realidad fisica, sino que los justificd en las leyes formales,

como entes matematicos que cumplen ciertas relaciones entre ellos.

2.3 Dimension Epistemoldgica del numero entero negativo

Los numeros enteros negativos atravesaron por grandes dificultades de aceptacion
en la comunidad de matematicos, su caracter de ser consolidado como objeto
matematico de manera netamente formal se establecié en el siglo XIX cuando
Hankel, H (1867), se propuso ampliar la multiplicacién de R* a R respetando las

propiedades de la estructura algebraica de los reales positivos (Cid, 2000).

La existencia de obstaculos en la Historia de las Matematicas, y mas aun en la
historia de los niumeros enteros negativos, generaron polémica. Brousseau (citado
en Cid, 2000), califica un obstaculo de epistemoldgico si se puede rastrear en la
Historia de las Matematicas, y cuando la comunidad de matematicos de una
determinada época ha tenido que tomar conciencia de él y de la necesidad de

superarlo. En este caso el rechazo explicito del obstaculo forma parte del saber
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matematico actual. En otras palabras la nocion de obstaculo epistemoldgico esta
adherida a la resistencia de un saber mal adaptado, lo cual obedece a la nocion de

obstaculo de Bachelard® que hace referencia a:

“El error y fracaso no tienen el papel simplificado que queremos a veces hacerles
jugar. El error no es simplemente el efecto de la ignorancia, de la incertidumbre,
del azar, como lo creemos de acuerdo a las teorias empiricas o conductistas del
aprendizaje, sino el efecto de un conocimiento anterior, que tenia su interés, su
éxito, pero que ahora se revela falso o simplemente inadaptado. Los errores de
ese tipo no son erraticos e imprevisibles, ellos son establecidos como obstaculos.
Adicionalmente dentro del funcionamiento del maestro y del estudiante, el error se
constituye como el sentido del conocimiento adquirido.” Tomado de Artigue M,
Epistemologia y Didactica, (1990). Traduccion Olaya, M. (Sf)
Cid (2000) afirma que la definicion de obstaculo epistemoldgico conlleva el
establecimiento de un paralelismo entre las concepciones obstaculo que poseen
los alumnos actuales y determinados conocimientos y saberes historicos que han
obstaculizado la evolucion de las matematicas y cuyo rechazo ha sido incorporado

al saber transmitido.

2.3.1 Algunos obstaculos epistemoldgicos en la concepcidon del nimero entero
negativo

Algunas investigaciones reportan obstaculos epistemoldgicos que giran en torno al
concepto de numero entero negativo, al respecto Glaeser (1981) (citado en Cid,
2000), hace su primera referencia a obstaculos epistemolégicos en los nimeros
negativos, partiendo de la nocion de obstaculo refiriéndose o equiparandolo a
dificultad, umbral, sintoma. Bajo esta perspectiva Glaeser considera los siguientes
obstaculos epistemoldgicos a partir de la evolucién histérica del concepto de

namero negativo:

e Falta de aptitud para manipular cantidades negativas aisladas. Es Diofanto
quien a partir de efectuar célculos algebraicos con diferencias establece la

® Gastén Bachelard introduce la nocién de obstaculo epistemolégico en la publicacion de 1938
titulada “la formacién del espiritu cientifico”.

47

——
| —



regla de los signos, pero no acepta la existencia de niumeros negativos.

e Dificultad para dar sentido a las cantidades negativas aisladas. Algunos
matematicos como Stiven, D"Alembert y posiblemente Descartes, conciben
la existencia de soluciones negativas de las ecuaciones, pero no las aceptan
como cantidades reales, sino como cantidades ficticias.

e Dificultad para unificar la recta real. Matematicos como McLaurin,
D Alembert, Carnot y Cauchy concebian a los negativos y los positivos en
términos antindémicos, la cantidad negativa era tan real como la positiva,
pero en un sentido opuesto y de naturaleza distinta. Esta situacion no
facilitaba la unificacion en una Unica recta numérica de los negativos y los
positivos, en cambio favorecia el modelo de dos semirrectas opuestas
funcionando separadamente.

e La ambigledad de los dos ceros. Este obstaculo hace referencia a las
dificultades que hubo entre los matematicos Stiven, McLaurin, D"Alembert,
Carnot, Cauchy y, quiza, Euler y Laplace, para pasar de un cero absoluto, un
cero que significaba ausencia de cantidad de magnitud, a un cero origen
elegido arbitrariamente, pues los matematicos de la época afirmaban que no
se podia admitir la existencia de cantidades que fueran menos que nada.

e El estancamiento en el estadio de las operaciones concretas. Con la
superacion de los obstaculos anteriores se aceptan los numeros negativos
como cantidades reales con Hankel en 1867, quien justificé la estructura
aditiva pero no la mulplicativa. Glaeser (citado en Cid, 2000) denomina
estadio de las operaciones concretas a una corriente ideoldgica que tiene
sus inicios en los Elementos de Euclides y se caracteriza por suponer que
los objetos matematicos son objetos del mundo fisico.

e Deseo de un modelo unificador. Es el deseo por parte de la comunidad de
matematicos de poder establecer un modelo concreto que permita justificar
la estructura aditiva y la multiplicativa de los nUmeros enteros para poder ser

comprendida por las personas que estan en vias de aprenderlos.

De este modo, Cid (2000) afirma que, por ejemplo, el modelo de ganancias y
pérdidas, sélo explica sin problema alguno la estructura aditiva, pero a costa de
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convertirse en un obstaculo para la comprension de la estructura multiplicativa. Asi
mismo Glaeser (citado en Cid, 2000) establece que los modelos concretos,
habitualmente utilizados en la ensefianza de los numeros enteros, son un obstaculo

para la comprension de la estructura multiplicativa.

Siempre ha sido objeto de discusion las dificultades que se presentan al momento
de ensefiar y aprender el concepto de nimero entero negativo, Gonzéalez, et al.,
(1999), reportan por un lado, que uno de los obstaculos que se generan en la
ensefianza de los numeros, es que la enseflanza de éstos no admite ser
enteramente tratada, de forma creible, en el plano concreto, aunque algunos
autores se esfuercen en buscar situaciones que se asemejen a situaciones
concretas en las que se puedan justificar todas las propiedades de los enteros;
pero por otro lado, situarlos de entrada en el plano formal trae consigo
consecuencias como las de reducir a un formalismo vacio, presto a ser olvidado y

causar dificultades.

Ambas formas de ensefiar y aprender el concepto de niumero entero, implican, en
la primera, que las matematicas se obtienen por abstraccion a partir de lo real; en
la segunda se supone que las matematicas constituyen una actividad creadora de

teorias que después se aplican y explican la realidad (Gonzélez, et al., 1999).

De esta manera, el obstaculo presente esta enmarcado en las relaciones entre lo
real y lo formal, es decir, por la confrontacion entre el conocimiento formal de los
nameros y el conocimiento practico que se posee de ellos como representacion de

lo real (Gonzalez, et al., 1999).

Con respecto a lo anterior, Gonzalez, et al.,, (1999), presenta una serie de
obstaculos encaminados en el aprendizaje de los numeros enteros, bajo la
perspectiva de que los obstaculos presentes en la ensefianza de los numeros
enteros no ha sido provocar el conflicto sino evitarlo, con lo que las concepciones
ingenuas de la aritmética practica han seguido vigentes y los nUmeros enteros se
han visto reducidos a un formalismo vacio, obstaculo que impide el conocimiento

de los numeros enteros. En este sentido, se presentan los siguientes obstéculos:
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La aritmética practica. Lo real como obstaculo. El gran obstaculo dentro de
la matematica fue la creencia de que el numero estaba relacionado
plenamente con la cantidad, creencia que se vio favorecida por la
concepcidon que de las matematicas predominé hasta el siglo XIX: las
matematicas describen y demuestran verdades acerca del mundo real .La
ruptura de esta concepcion se presenté mediante la aparicion de las
geometrias no euclideas, el surgimiento del &lgebra abstracta y el
reconocimiento de los nimeros enteros como extension de los numeros
naturales.

El nimero como expresion de cantidad. Con la aparicion del nUmero entero
negativo surge la ruptura de algunas ideas, entre ellas, la idea que
bloqgueaba a Descartes cuando afirmaba que no existen nimeros menores
gue nada.

La suma como aumento. Al estar el numero relacionado con la nocién de
cantidad, la adicion se identifica con la accion de afiadir una cantidad a otra,
por lo que conlleva siempre a un aumento.

La multiplicacion como aumento. La concepcion de considerar la suma como
aumento se traslada para la multiplicacion, siendo esta idea un obstaculo
verificada cuando a los estudiantes se les pregunta: ¢Es posible encontrar
un multiplo de 5 menor que 3 y distinto de cero? (Gonzalez, et al., 1999).

La sustraccion como disminucion. La sustraccion identificada con la accion
de quitar esta asociada con la disminucion. La insistencia de los libros de
texto basados en la definicion formal: a —b =csiysélosia=b+c , no
destruyod sus intuiciones acerca de la sustraccion.

La division como division natural. En los numeros naturales la division se
interpreta como reparto o agrupamiento de objetos esta concepcidn genera
un obstaculo epistemologico, por no permitir la generalizacion a la division
de numeros enteros, donde el nimero negativo deja de ser un objeto
concreto.

El orden entre los negativos es el mismo que el orden natural. En los

nameros naturales los niameros van aumentando a medida que se alejan del
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origen. Trasladar esta secuencia a los negativos es un obstaculo que
satisface la puesta en accion a la siguiente pregunta: “;Cual es el numero
mayor en una unidad a -3?” y los estudiantes respondan “-4”.
Este error segun Gonzalez, et al., (1999) tiene su antecedente en el siglo
XVIII cuando Carnot manifest6 al observar que siendo —3 < 2,y (—3)? > 22,
expresa que el cuadrado de la cantidad menor es mayor que el cuadrado de
la cantidad mayor, y esto colisiona con la idea de que el nUmero se identifica
con la cantidad.

e |dentificacion de los simbolos literales con nimeros positivos. En el siglo
XVIII Euler simbolizaba los nimeros negativos con una letra precedida del
signo <« —>»; en —x,x representa un numero positivo. Asi mismo Cramer

ante el estudio de la curva:

2 . .
y=% /6a +x+ (5/6)a, asume para los valores negativos el estudio a

2 ’
estaotra: y=* /6a —-x+ (5/6)a, donde la letra x representa un numero

positivo. Esta idea es al que cuesta a los estudiantes de admitir que < a >»
puede representar a un nimero negativo y << —a > puede representar a un

namero positivo.

En este sentido, Bruno, A. (1997), aflade que los cambios que se producen
en la simbologia (+a = a) o las reglas de los paréntesis son la causa de las
dificultades y obstaculos que surgen en el aprendizaje de los nameros

negativos.

e La imposicién de lo formal como obstaculo. Desde esta perspectiva de
obstaculo Gonzalez, et al., (1999) afirma que los nimeros enteros aparecen
en los libros de texto reducidos a un formalismo vacio, que se constituye en

un obstaculo y origina errores.

Como se puede observar son varios de los obstaculos que se presentan y se

presentaron a través de la historia, que deben ser tenidos en cuenta cuando un
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docente en ejercicio introduce el concepto de numero entero negativo en las
clases, que como bien es sabido, por parte de la comunidad de matematicos de
determinadas épocas, este concepto presentado desde una visién formalista,
puede generar obstaculos en el aprendizaje, al no encontrar una relacién con la
aritmética practica y, sin embargo, si es presentado de manera en que se relacione

con modelos concretos los obstaculos y la falta de comprension siguen presentes.

2.4  Dimension Matematica del Concepto de Niumero Entero Negativo

Desde esta dimension del trabajo se tiene en consideracion los aspectos de tipo
netamente matematico, es decir, fundamentando el concepto de numero entero
negativo® bajo la construccién formal de este conjunto numérico, a partir de clases

de equivalencias obtenidas a partir de pares de niUmeros naturales.

Se obtienen los niumeros enteros calculando diferencias entre nimeros naturales.
Por ejemplo, —1=3-4, —-2=6—-8, 3=8-5. Esto indica que una de las
maneras de representar el nimero entero negativo —1 es mediante el par (3,4). El
problema es que existen muchos pares que sirven para esta representacion, por
ejemplo,(10,11), (13,14), (15,16).

Se identifican todos los pares, de modo que el —1 venga a ser la clase de todos los

pares (a, b) tales que a y b son nimeros naturalesya—b = —1.

Se define una relacién de equivalencia ~ entre pares ordenados de numeros

naturales como se sigue:
(a,b)~(c,d)®a+d=b+c
Teorema 1. 1 Larelacion ~ en N x N es una relacién de equivalencia.

Se puede verificar que:

® Construccion tomada de: Gémez, A. & Sanchez, A. (2008). En este trabajo de grado se presentan
herramientas conceptuales y curriculares de los conjuntos numeéricos, indicando la construccién
formal, resaltando las nociones basicas del conjunto de los nimeros naturales, enteros y racionales.
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I.  Esreflexivaya que (a,b)~(a,b) yaquea+b=b+a
Il.  Es simétrica ya que (a,b)~ (c¢,d) = (c,d)~(a,b)
lll. Es transitiva ya que si (a,b)~ (a;, by) y (ay, by) ~ (ay, by) =
(a,b)~ (az, by)

Definicién 1.1 N x N/~ , Conjunto de las clases de equivalencia, se llama conjunto

de los numeros enteros y cada clase de equivalencia se llama nimero entero.
De esta manera, por notacion se tiene que:
Z = Nx N/~ y [a,b] para las clases de equivalencia.
Capy = {(x,y) € NXN: (x,y) ~ (a,b)}

Asi el numero —4 puede definirse a través de clases de equivalencia, como se

presenta a continuacion:

—4 = Cyg = {(x,y) € NxN: (x,y)~(4,8)} ya que 4 —8 = -4,y asi se tienen
otros pares ordenados que pertenecen a esta clase de equivalencia, como por
ejemplo, (6,10),(10,14),(12,16) .

Definicion 1.2 Suma de numeros enteros.
La operacién suma entre nimeros enteros esta definida de manera general como:
[(a,D)] + [(c,d)] = [(@a+c,b+d)]

La adicion se efectia componente a componente de cada clase de equivalencia.
Para ejemplificar mas esta operacién analicemos la siguiente suma de ndmeros

enteros:
(-3)+7=4

Para el lector puede o no ser evidente la respuesta, pero aplicando definicién 1.2,

tendremos:

(=3)+7=[1, 9]+ [(9,2)]=[(1+9 ,4+2)] = [(10,6)] =4
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Definicion 1.3 Producto de nimeros enteros.
El producto entre numeros enteros se define como:

[(a,b)] » [(c,d)] = [(ac + bd ,ad + bc)]
Veamos un ejemplo de producto entre nimeros enteros:

(=3)e(7)=1[2,5] «[9,2] = [(2e9+5e2 ,2¢2+5¢9)] = [18+ 10,4 + 45]
= [28,49] =28 —49 = —21

Definicién 1.4 El valor absoluto de un nimero entero a se denota como |a| y se

define de la siguiente manera:

asia =0
la| = .
—asia <0

De acuerdo a la definicion anterior, se puede ilustrar mediante el siguiente ejemplo:
|3], como 3 > 0, entonces por definicion de valor absoluto se tiene que |3| = 3

Mientras que si se tiene que |-5|, como —5 < 0, de acuerdo a la definicion de valor

absoluto, tenemos: |-5| = —(=5) =5

Como se puede observar, el valor absoluto de un nimero entero es la distancia

desde el origen hasta dicho numero, por ello éste siempre es positivo o cero.

Las propiedades fundamentales del valor absoluto para a,b € Z, se pueden

sintetizar en los siguientes teoremas:
Teorema 1.2 Sean a,b € Z, entonces se tiene que:

. la|>0sia+0y|[0]=0
. a <la|]; —a<]|a|

. lal = |-(a)
IV. |ab| = |a||b]

V. a7l =|a|lt= ﬁ a#0
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V. |%|=%,b¢0

VII.  Desigualdad triangular.
la+b| < |a| + |b|

Esta desigualdad ocurre solamente cuandoa >0y b=>0 6a<0y b<0

Teorema 1.3 Si [(a,,b)] = [(az,by)] v [(c;,d)] = [(cy,d,)] entonces se tiene que:

. [(ay, b))+ [(c1,d)] = [(az,b)] + [(cz,d3)]
. [(ay,b)]e [(c1,d)] = [(az,by)] e [(cz,d3)]

Lo anterior es independiente de los representantes, ya que si tomamos, por
ejemplo,(—3) + (—2) = -5, donde los representantes de cada uno son
respectivamente [1,4] y [1,3] , ahora tomemos como representantes a [2,5] y [5,7],

de lo que obtenemos:
(-3)+(=2)=[25]+ [57]=[2+5,5+7] = [7,12] =7—-12= -5

De la misma manera se puede realizar para el producto, tomando como ejemplo el
anterior para el caso de la multiplicacién, es decir, (—3) e (—2) = 6, donde los
representantes respectivamente son [1,4] y [1,3], tomando como representantes a

[2,5] y [5,7], se obtiene lo siguiente:

(=3)e(=2)=[25]¢ [57] =[(2e5+5¢7,2¢7+5e5)] = [10+ 35,14 + 25]
= [45,39] =45-39=6

No se propone que el docente imparta estas definiciones en sus clases, lo
relevante es que el docente no desconozca este tipo de definiciones de caracter
formal, que resuelven y justifican la razén de que la suma de dos numeros enteros
negativos es la suma de sus valores absolutos y que se obtiene como resultado
otro numero entero negativo, de la misma manera sirve para explicar las leyes de

los signos en el caso del producto.
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Teorema 1.3 Z Con la suma y producto definidos anteriormente es un anillo

conmutativo, en este sentido se cumple que:

La suma es asociativa, conmutativa, tiene neutro y cada elemento tiene
opuesto aditivo.
El producto es asociativo, conmutativo y tiene neutro; es distributivo con

respecto a la suma.

Propiedades de la suma:

Asociativa: ([a,b] + [c,d]) + [e, f] = [a,b] + ([c,d] + [e, f])

Conmutativa: [a, b] + [¢,d] = [c,d] + [a, b]

Neutro, es el nmero entero [1,1] usualmente se ve como el 0, asi se tiene
que : [a,b] +[1,1] = [a, b]

Opuesto aditivo: El opuesto aditivo de [a,b] es el entero[b,a], ya que
la,b] + [b,a] = [a+ b,b+a] = [1,1]

Propiedades del producto:

Asociativa: ([a,b] ¢ [c,d]) * [e, f] = [a,b] » ([c,d] * [e, f]

Conmutativa: [a,b] ¢ [c,d] = [c,d] ¢ [a, b]

Neutro, es el nimero entero [2,1], usualmente lo vemos como 1, asi se tiene
que [a,b] ¢ [2,1] = [a, b]

Distributiva: [a, b]  {[x1, y1] + [x2, ¥21} = [a,b] ¢ [x1,v1] + [a, b] * [x5, V-]

De esta manera, se puede establecer que en el conjunto de los nimeros enteros el

0 es el neutro aditivo y el 1 corresponde al neutro multiplicativo. En este sentido si a

es un namero entero, entonces —a corresponde al opuesto aditivo de a, asi se

tiene que (a) + (—a) = (—a) + (@) =0

Teorema 1.4 Sean a, b, ¢, d niUmeros enteros, entonces se cumplen las siguientes

seis propiedades:
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1) b —a es el Unico entero que verifica (b —a) + a = b, entonces: x =b —a <
x+a=0>b
2) a—-(+c)=a—-b—-c

ia—(—=b)=a+b
ia+(b—-c)=a+b—c

3) 0ea=0 y 0Oea=0

4) ae(b—c)=aeb—a-ec

5) as(=b)=(-a)sb=—(aeh)
6) (—a)e(-=b) =aeb

Teorema 1.5 N c Z Se verifican las siguientes propiedades:

) Si ab e N->a+be N A aeb €N
1)) a €Z->a€N V a=0 V —a€l

Definicion 1.5 a,b € Z Entonces se tienequeia<b & b—a € N
A partir de la definicion anterior se establecen las siguientes dos propiedades:

) a<bAN b<c eoa<c
)] Ley de la tricotomia: Para a,b € Z , rige una y solo una de las tres

posibilidadesa<b Va=b V b<a

Definicién 1.6 Sia,b € Z,setienequea<b <oa<b V a=b

Teorema 1.6 La relacién < es relacion de orden total sobre Z respetuosa de la

estructura algebraica de Z , es decir;

) x<y,—>x+z<y+z,Vz€L

) x<y 05z —xz <yz
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Teorema 1.7 El orden total < en Z coincide en N con el orden <. (N es el conjunto

de los enteros positivos).

Para el anterior teorema se puede establecer que:

Sean m = n, nUmeros naturales, entonces se tiene:

m=nenN -m=nenZ

m<nen N -n=m+p,alginpnatural > n—m=p€e N -m<nenZ
Ademasne Non—-0=n € Non>0

Se concluye que N es el conjunto de los positivos o Z*, es decir, los enteros
mayores que cero y negativos o Z~ corresponde a los enteros menores que cero.
De esta manera Z es la extension de N. A partir de lo anterior se puede establecer
la enumerabilidad del conjunto de los nimeros enteros, es decir, que Z tiene el

mismo “numero” de elementos que N.

Los nUmeros enteros se pueden representar geométricamente’ tal y como se

presenta en la siguiente figura:

=2 =1 1 2
N Pl e
; //
4
3
2
1
0 1 2 3 4 5 6 N

Figura 13. Representacion geométrica de los enteros

’ Tomado de Ortiz, G (2010). Borrador de una propuesta para un curso de teoria de conjuntos y
sistemas numéricos. La interpretacion grafica del conjunto de los nimeros enteros se representa
geométricamente, donde cada entero es una coleccion de puntos de N X N.
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Para este caso cada entero es una coleccion de puntos de N x N, sobre una recta
que es la bisectriz del cuadrante. Dicha bisectriz contiene la clase 0 , las rectas por
encima de ella los enteros negativos, y las rectas del semiplano inferior contiene los
enteros positivos. Otra representacion del conjunto de los nimeros enteros, que no
es precisamente como par ordenado, es mediante la representacion directa en un
eje 0 recta numérica, los positivos a la derecha del cero y los negativos a la

izquierda, tal y como se presenta a continuacion:

|
O

|

N

I
psth
(e |
—
o
[wFST
e
ar

Figura 14. Representacion en la recta numérica de los nUmeros enteros

Se concluye entonces que Z es la uniobn de N y el conjunto de los enteros
negativos, lo cual es un caso particular de la afirmacién que la uniéon de dos
conjuntos enumerables es enumerable, caso que se enuncia en el siguiente

teorema.
Teorema 1.8 El conjunto Z de los nimeros enteros es infinito numerable.
Demostracion:

Como N C Z entonces Z es un conjunto infinito. Consideremos la siguiente funcion

biyectiva:
h:N - Z
k/2 si k es par
h(k) =1 -k+1)

> si k es impar

Probemos dicho resultado para los seis primeros nimeros naturales:

h(0) = 2=0 h(1) = 24D _

2
. . -1 h(Z)—E—l
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h(3):_(3—+1):_2 h(4):§:2 h(5):M:_3

2 2

El proceso puede continuar, y de esta manera se puede percibir la equipotencia
entre Ny Z. A continuacion se presenta el grafico de correspondencia o de

enumerabilidad de los niumeros enteros:

0 1 2 3 4 5
T -
< =
—3 —2 -1 0 1 2

Figura 15. Enumerabilidad de los enteros

A partir del grafico se puede inferir que los niameros pares tienen como imagen los
nameros enteros positivos, mientras que los impares a los nameros enteros

negativos.

2.5 Algunas consideraciones finales

Es importante destacar algunos aspectos relevantes para llevar a cabo la
propuesta del trabajo, encaminada a analizar el concepto de numero entero
negativo en dos libros de la Reforma de la Matemética Moderna y dos libros de la
matematica actual. En este capitulo se presentaron de manera concisa diferentes
dimensiones: historica, epistemoldgica y matematica, que estan encadenadas para

fundamentar el concepto en cuestion.

Desde la perspectiva historica, se puede observar que desde los sistemas de
numeracion los primeros indicios del uso del nUmero entero negativo se dieron en
los chinos, quienes utilizaban varillas de colores para distinguir los numeros
positivos de los negativos, ademas la forma de indicar los nUmeros negativos fue
colocar una varilla en forma diagonal, haciendo alusién a los precios de venta, de

compra y los déficits presentes en al area comercial.
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El concepto de numero ha sido el objeto de discusion en la Historia de las
Matematicas, dicho concepto desde épocas remotas se veia asociado a las
técnicas de contar y medir, incluso, el nimero surge como una necesidad para
ordenar, luego para contar o medir. El hombre primitivo comparaba cantidades,
accion que da lugar a la identificacion y al inicio de la construccion del concepto de
namero. Sin embargo, esta idea de numero asociada al uso de éste en actividades
practicas de las diferentes situaciones de la vida cotidiana rompe con la aparicién

de la negatividad.

Los nimeros negativos aparecen en occidente en un medio netamente algebraico,
relacionado a la solucién de ecuaciones, para muchos matematicos las soluciones
negativas de las ecuaciones eran consideradas como ficticias, incluso en muchas
de las ocasiones no las consideraban raices, solo se atribuia a los numeros
positivos como soluciones, ademas no se admitian a los negativos como

coeficientes de las ecuaciones.

Es interesante ver el uso de la geometria para justificar, por ejemplo, la regla de los
signos, aunque se le otorgue la existencia de los numeros negativos como
simbolos independientes en un céalculo numérico. La no relacion de este conjunto
numeérico con actividades como las de contar o medir son las que desatan polémica

para la comprension del uso del nimero.

Se puede visualizar los diferentes obstaculos que surgen para la aceptacion de los

ndmeros negativos como objeto matematico, entre ellos:

¢ Dificultad para dar sentido a las cantidades negativas

e Dificultad para unificar la recta real

e Lo real como obstaculo

e El nimero como expresion de cantidad

e Admitir que a puede representar un nimero negativo y —a un numero
positivo

e Los cambios que se producen en la simbologia +a = a

e La imposicién de lo formal como obstaculo
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e El orden entre los negativos es el mismo que el orden natural

Es de destacar que en muchas de las ocasiones el docente desconoce este tipo de
aspectos histéricos y epistemoldgicos que giran en torno del concepto de nimero
entero negativo, que como se puede observar fue de dificil aceptacion por parte de
la comunidad de mateméticos, y que de alguna manera se puede establecer que
no es facil la comprension, debido a los diferentes obstaculos que se presentan

alrededor del concepto.

Desde la dimensién matemética se puede observar la construccion del concepto
como clases de equivalencias a partir de pares de nimeros naturales, la intencion
de presentar dicha construccién es la de destacar aspectos matematicos que de
manera formal dan fundamento al concepto de numero entero negativo, los
teoremas, las propiedades permiten resolver problemas cuantitativos, no solo en
las matematicas sino en cualquier otra disciplina, y mas adn en situaciones de la

vida cotidiana.

Con respecto a lo anterior, se puede determinar que algunos elementos que son
netamente matematicos son relevantes para la ensefianza. Sin embargo hay que
ser cuidadosos ya que en la escuela es muy usual asumir que si N € Z indica que
el conjunto de los numeros enteros es “mas grande” que el conjunto de los
nameros naturales, enunciado que es falso debido a que el conjunto de los

nameros enteros es enumerable tal y como se observa en el teorema 1.8.

Para el siguiente capitulo, cada uno de los elementos de las dimensiones historica,
epistemoldgica y matematica son de gran utilidad, pues constituyen el marco
conceptual de referencia para poder lograr el analisis de los libros de texto. Primero
se presentan aspectos ligados con la dimension didactica del concepto de nimero
entero negativo y posteriormente sera expuesto el modelo de analisis de contenido

y los criterios de seleccidn de los libros de texto de las reformas educativas.
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CAPITULO 3

3. CARACTERIZACION DEL CONCEPTO DE NUMERO ENTERO
NEGATIVO EN LOS PERIODOS DE LA MATEMATICA MODERNA (1960-1980),
Y EL DE LA MATEMATICA ACTUAL (2003-2013)

Para esta caracterizacion se seleccionaran dos libros de texto de la Reforma de la
Matematica Moderna y dos libros de texto de la Matematica actual, lo que se busca
es poder analizar como se presenta el concepto de nimero entero negativo y
establecer de alguna manera los obstaculos que se pueden presentar y las
diferencias o semejanzas presentes. Para este estudio se opt6 por implementar el
modelo del analisis de contenido propuesto por Rico, L., et al (2008), el cual se
fundamenta en analizar la estructura conceptual, los sistemas de representacion y

la fenomenologia para un determinado concepto o tarea matematica.

En primera instancia, se tendran en cuenta aspectos de tipo didactico, en lo que
respecta a algunos documentos que establecen los usos y las representaciones
gue se le atribuyen al concepto de nimero entero negativo. Posteriormente, se
consideran aspectos que giran en torno a la reforma de las matematicas modernas,

y finalmente se presenta un modelo de analisis enfocado en los andlisis de texto.

3.1 Dimensién Didactica del Numero Entero Negativo

En la escuela, habitualmente, se presentan los conjuntos numéricos de manera
secuenciada, iniciando con los nimeros naturales, seguido de los nimeros enteros,
posteriormente los nimeros racionales e irracionales para concluir con el conjunto

de los numeros reales.

Desde los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (2006) se plantea
el curriculo como un eje articulador de tres componentes, a saber; procesos
generales, el contexto y los cinco tipos de pensamiento matematico, éste ultimo se

encuentra asociado a un sistema especifico, segun el tipo de pensamiento, de esta
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manera se tienen:

e El pensamiento numérico y los sistemas de numeracion.
e El pensamiento espacial y los sistemas geométricos.

e El pensamiento métrico y los sistemas de medidas.

e El pensamiento aleatorio y los sistemas de datos.

e El pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos.

Dentro del pensamiento numérico y los sistemas de numeracion, se plantea el
desarrollo de los procesos curriculares y la organizacion de actividades centradas
en la comprension del uso y de los significados de nimeros y de la numeracién; la
comprension del sentido y significado de las operaciones y de las relaciones entre

ndmeros.

De acuerdo con los Lineamientos Curriculares (1998), la propuesta curricular va
encaminada a desarrollar el pensamiento numérico, como un concepto que incluye
el sentido de los numeros, el sentido operacional, las habilidades y destrezas
numeéricas, las estimaciones, los érdenes de magnitud entre otros aspectos que
potencian y favorecen al desarrollo del pensamiento numérico a partir de los

sistemas numeéricos.

Los usos y las diferentes interpretaciones que se pueden generar alrededor del
concepto de numero son varias, en los Lineamientos Curriculares (1998) se
presentan los significados y el uso de los numeros, a saber; como secuencia
verbal, para contar, para expresar una cantidad de objetos o como cardinal, para
medir, para marcar una posicién o como ordinal, como cddigo o simbolo y como
una tecla para pulsar. Adicionalmente, para llevar a cabo la comprension del
significado de los nimeros, es importante considerar la estructura, la organizacion

y la regularidad de los sistemas de numeracion.

Desde este enfoque, es importante considerar el proceso de evolucion del
concepto de numero, y asi mismo poder establecer, en lo posible elementos que
indiquen el origen o aparicion del nUmero entero negativo, para que facilite, por un

lado, la comprension y uso del niumero y su contextualizacion en las clases, y por el

64

——
| —



otro poder conocer los diferentes aportes que la historia proporciona a los docentes
de matematicas, pues gracias a éstos se pueden establecer los diferentes
obstaculos que un objeto mateméatico pudo generar y sus implicaciones dentro de

la ensefanza del mismo.

En muchas ocasiones los libros de texto pueden facilitar la comprension y la
claridad de los conceptos matematicos, de esta manera, los estudios realizados a
nivel de analisis de textos se encuentran proscritos en trabajos como el de
Valencia, O. (2010), en él, se identifican los obstaculos didacticos que se presentan
en los libros de texto de grado séptimo en relacion a la ensefianza de la operacion

de adicion de nimeros enteros.

Para llevar a cabo este analisis se seleccionaron dos libros de texto para establecer
el estatus que se le da a los numeros enteros, las actividades propuestas, para
identificar si ellas son generadoras o no de obstaculos en el aprendizaje de la
operacion. Este trabajo se basa en los procesos de transposicion didactica y los
tipos de obstaculos didacticos que pueden ser introducidos en este paso, para ello
se han tomado como referencias en la propuesta didactica sobre los numeros

enteros, realizada por Gonzélez, et al., (1999)

En el trabajo realizado por Ortega, N. & Castillo, V. (2012) trabajan la compleja
problematica en relacion a la ensefianza y aprendizaje de los numeros enteros,
tomando como punto de apoyo autores como, Bruno A., (1997), Cid, (2003), y
Gonzalez, et al., (1999) las cuales reportan errores, dificultades y obstaculos en la
construccion de este concepto desde la perspectiva histérica y didactica. La
metodologia implementada en este trabajo se desarrolla bajo la aplicacion de una
secuencia didactica reformulada, que permitiera introducir el concepto de numero
entero a partir de nimeros relativos en contextos significativos para estudiantes de
grado séptimo. Entre los resultados de implementacion y analisis, se encontrd que
los estudiantes valoran los contextos que permiten la significacion de algunos
aspectos relacionados con el niamero negativo, identificandose ademas, algunas
dificultades relacionadas con la representacion de cantidades y numeros enteros

en la recta numérica y el concepto de valor absoluto, como objeto matematico.
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Por otra parte, Gomez, A. & Sanchez, A. (2008), presentan algunas herramientas
de tipo conceptual y curricular que contribuyen al mejoramiento de la ensefianza de
los sistemas numéricos en la escuela. Para ello se realiza una reflexion a partir del
analisis de fragmentos de textos escolares con el objetivo de encontrar aspectos de
tipo curricular o formal presentes en los mismos. Este trabajo esta dividido en cinco
capitulos, los capitulos dos al cinco, presentan cada conjunto numérico donde se
realiza una descripcidon de aspectos curriculares expedidos por el Ministerio de

Educacion Nacional o las normas legales vigentes.

Seguidamente se hace una presentacion comentada de una construccién formal
del sistema numérico en cuestion, privilegiandose los aspectos centrales sin
detenerse en los detalles técnicos, con el propdsito de resaltar las nociones basicas
gue permitan capturar la esencia del conjunto. El capitulo tres esta dedicado a los
nameros enteros, presentando una construccibn moderna, a partir de una relacion
de equivalencia y realizar las posteriores reflexiones epistemoldgicas Yy

pedagdgicas a partir de los textos de ensefianza.

Ahora bien, una propuesta pedagdgica consistente en ir mas alla de los procesos
técnicos y operativos de los niumeros enteros para develar el entramado conceptual
es la presentada por Marin, M. & Ospina, G. (1998). Esta tesis se basa en que los
estudiantes tengan un acercamiento formal Al concepto de nimero entero, a partir
de una aproximacién a la demostracibn matematica, sosteniendo que con los
nameros enteros se puede medir una magnitud, dada una referencia y una unidad,
y siempre que ésta “esté contenida un numero exacto de veces en la magnitud que
se ha de medir’. Se trata pues de una propuesta pedagodgica en la cual los
estudiantes desde las estructuras puedan ir afianzando la formaciébn matematica

para el futuro.

Finalmente cabe mencionar a Bruno, A.(1997) quien presenta en su trabajo la
necesidad de pensar en una vision unitaria de la ensefianza de los numeros
enteros, como algo importante en los momentos en que son introducidos nuevos

tipos de numeros, al realizar las extensiones numéricas. En este trabajo la autora
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se centra en la manera de hacer la secuencia de extensiones y las formas de
realizar la extension a los negativos, haciendo un contraste con la forma de
introducir este concepto en la época de las matematicas modernas como pares
ordenados de numeros naturales y considerando la relacién de equivalencia, y la
matematica actual, definidos como los nimeros naturales con signo (positivo y
negativo). Este trabajo exhibe los modelos de ensefianza de los numeros
negativos, concluyendo que se consigue mayor comprension en las

representaciones en la recta numeérica si se asocian a situaciones reales.

Hasta el momento se ha caracterizado brevemente algunas de las investigaciones
centradas en el trabajo sobre la ensefianza de los nimeros enteros negativos,
ahora ilustraremos una breve descripcion con respecto a la reforma de las
matematicas modernas y el modelo de analisis de texto empleado por Rico, L., et al

(2008), como elementos significativos de la dimensién didactica.

3.1.1 Conceptualizacion a la Reforma de las Matematicas Modernas

De acuerdo a la caracterizacion de Garcia, G. (1996), se tiene que la comunidad de
educadores matematicos se ha enfrentado a varias reformas, en el afio 1958 en
Europa se desarrollé el famoso seminario de Royamount para prescribir las lineas
centrales de una reforma en la ensefianza de las matematicas en la escuela
primaria y secundaria, todo con el fin de involucrar una modernizacion en la
ensefianza de las matematicas y una adecuacion de la fundamentacion matematica

en el desarrollo cientifico y tecnoldgico.

A lo largo del siglo XX, se produjeron dos grandes cambios en el curriculo de
matematicas, uno al principio de siglo y el otro en la década de 1960. Segun
Arrieche, (2002) , entre las motivaciones de los reformadores para llevar a cabo
cambios en los curriculos se destacan tres, a saber: a) la inconsistencia entre los
programas de estudio recomendados y los métodos de ensefianza; b) su puesta en

practica en la actividad escolar; y c) la efectividad de los resultados.

67

——
| —



En la ensefianza de las matematicas hacia finales del siglo XIX, algunos cambios
se fueron introduciendo de manera pausada, cuyo énfasis se hacia en temas de
aritmeética, algebra elemental, geometria euclidiana y trigonometria. Asimismo, el
cambio se fue introduciendo en los métodos de ensefianza, pero los profesores

insistian en continuar con las viejas practicas.

Para llevar a cabo estos cambios, los curriculos de matematicas en la escuela
secundaria durante este siglo, se denominaron primera y segunda reforma que son
presentadas a continuacion con sus respectivas causas que llevaron al fracaso de

las mismas.
Primera reforma

Fue Felix Klein el matematico defensor y pionero de esta reforma, para él, la
ensefianza de las mateméticas se fundamentaba en desarrollar la imaginacion
geométrica del alumno y el pensamiento funcional. Esta filosofia sirvi6 de apoyo
para que la comisién proyectara la reforma en el curriculo de matematicas y
ciencias, cuya aceptacion fue en septiembre de 1905 en Meran. Esta reforma se

caracterizé por:

a) El enfoque cientifico de las materias en las escuelas secundarias
b) Comprension de los problemas ensefiados por parte de los alumnos
c) Capacidad para utilizar los conocimientos matematicos

d) Relacion de las matematicas con otras areas.

Con respecto a lo mencionado se puede inferir que esta reforma se basaba en que
la ensefianza de las mateméticas tenia un caracter de aplicabilidad, es decir, una
mateméatica de tipo transversal relacionada con otras areas del conocimiento,
asociada a aquello que al estudiante le interesa y la manera en cdmo se relaciona
esta ciencia ante cualquier situacion. Sin embargo, la falta de respaldo por parte de
los profesores para el desarrollo de los contenidos programaticos, la depresion
econOmica y las opiniones criticas de algunos matematicos de la época, como
Whitehead, quien rechazo6 el postulado de eliminar ejercicios de adiestramiento

sustituyéndolos por actividades que obliguen al estudiante por utilizar el
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pensamiento y la comprension fueron algunas de las causas que llevaron al fracaso

definitivo de esta reforma.
Segunda reforma

En la década de 1960 se caracterizo el grupo de matematicos franceses Bourbaki,
qguienes dentro de su filosofia afirman que en la nueva enseflanza de las
matematicas, se destaca la nocion abstracta de estructura, basada en la teoria de
conjuntos y cuya metodologia de ensefianza estuvo regida bajo la propuesta de
Jean Dieudonné®, cuyo énfasis se hacia en presentar un sistema deductivo de los
contenidos; a partir de axiomas con una presentacién y organizacion estructural

sistematica.
De acuerdo a lo anterior Garcia, G. (1996) menciona que:

[...] De estos principios se derivaron orientaciones para fijar los contenidos de la
reforma. Los conceptos se presentaron en su version mas abstracta. Se concedio
excesiva prioridad al manejo riguroso de la notacion simbdlica. En lo referente a los
contenidos, se privilegid la teoria de conjuntos, la version axiomatizada del algebra y
la 16gica matematica. Por su parte, el objetivo de formacion cientifica y tecnologica
determin6é que los contenidos de la ensefianza en la secundaria atendieran las
necesidades de las matematicas universitarias.

Se puede observar que en esta segunda reforma las matematicas sufrieron
grandes cambios, que de alguna manera tuvieron su eje central en tres pilares
estructurales esenciales; el algebraico, el topologico y el de orden, considerando
asi a la matematica como un cuerpo Unico. Ademas la ensefianza de la matematica

debe ser rigurosa y se debe realizar en sistemas bien estructurados.

8 Es de destacar que Jean Dieudonné, fue un matematico francés y uno de los fundadores del grupo
Bourbaki. Hacia finales del siglo XIX, este grupo abandona la idea de escribir un libro de texto para
la ensefianza universitaria, dedicandose a elaborar un tratado que contuviera de forma clara y
sistemética los teoremas y resultados basicos para todas las teorias existentes en las mateméaticas.
Dieudonné, sostiene que los matematicos que mas han influido en Bourbaki son Dedekind, Hilbert y
la escuela alemana de algebra. De esta manera el uso sistematico de nuevos conceptos y métodos
abstractos son la idea central Bourbaki.
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En esta reforma la habilidad para realizar demostraciones mateméaticas vy
argumentar logicamente fue considerada mas importante que la adquisicion de
técnicas triviales. Sin embargo, Arrieche (2002), sostiene que esta reforma fracasé
por varias razones, entre ellas:
e La resistencia de las escuelas secundarias a la introduccion de las nuevas
metodologias como por ejemplo el empleo de una nueva terminologia.
e Alcance poco extenso de esta nueva forma de concebir la matematica a
pesar de su aplicacion.
e Estas ideas tuvieron bastante aceptacion por los profesores de matematicas,
pero en el momento en que eran miradas con escepticismo por la
comunidad de matematicos, como, por ejemplo, el método axiomatico y la

teoria de conjuntos, como la base de la totalidad de la matemética.

En este sentido, se puede afirmar que la matematica durante la época mencionada
presentaba aspectos de tipo formalista y abstracto, cuya complejidad estaba ligada
al no ver la relacién de esta ciencia con la realidad fisica, presentada de manera
aislada y con gran rigidez, Arrieche, M. (2002) afirma que en esta época se insistia
en abandonar los temas de la matemética tradicional para introducir campos tan
nuevos como el algebra abstracta, la topologia, la légica simbdlica, la teoria de
conjuntos y el algebra de Boole, por lo que la consigna de la reforma era:

“Matematica Moderna”.

3.1.2 Reforma de las Matematicas Modernas en Colombia

Hacia el afio de 1942 la Matematica Moderna empieza a presentarse en Colombia
a partir de la ensefianza en cursos de profesionalizacion, cuando el matematico
espanol Francisco Vera dicta el primer curos de teoria de conjuntos en la Sociedad
Colombiana de Ingenieros. Como lo menciona Sanchez (2001), hacia el afio 1948
llega a Colombia el profesor Carlo Federici, e imparte el primer curso de légica

matematica en la Universidad Nacional de Bogotd. Durante el afio 1959
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proveniente de Japén llega a Colombia el profesor Yu Takeuchy para difundir la

matematica y elaborar textos adecuados para cursos de futuros matematicos.

Durante el periodo de 1960 y 1985 el movimiento de las Matematicas Modernas se
implementd en nuestro pais en los niveles de educacién basica y media, reforma
en la cual segun Gémez, A. (2010) fue un periodo caracterizado por el cambio en
los contenidos de los programas, los textos, la metodologia, y se asistié a un

encuentro con las estructuras, el método axiomatico, los conjuntos y los simbolos.

Se puede decir que estos acontecimientos fueron fundamentales para la realizacién
de los cambios curriculares en el bachillerato, Gomez, Al. (2013), menciona que el
Decreto 045 de 1962 incluyé en el curriculo de matematicas el concepto de
conjunto, dando paso a la gestacion de las Matematicas Modernas en la escuela
colombiana. Sin embargo, esta reforma aport6 poco a la ensefianza de la
matematica moderna, dado que la nocion de conjunto aparecié como un tema

aislado alterando el curriculo solamente en el Ultimo ano.

En el afio 1961 del 4 al 9 de diciembre en Bogota , Colombia, se lleva a cabo la
Primera Conferencia Interamericana de Educacién Matematica (CIAEM), segun
Ruiz, A & Barrantes, H (2011)°, fue auspiciada por el ICMI y por la Organizacién de
Estados Americanos OEA, participaron matematicos y profesores de matematicas,
representantes e invitados de 23 paises americanos; algunos de ellos asi como
distinguidos mateméticos europeos fueron invitados a disertar sobre las

matematicas modernas , los problemas de su ensefianza y su divulgacion.

El objetivo de la | CIAEM, fue explorar los métodos de ensefianza de secundaria y
universitaria, con la intencion de extender a los paises latinoamericanos la reforma
gue se estaba dando en la ensefianza de las matematicas en paises europeos y en
los Estados Unidos. Dicha reforma tendia a cambiar los planes de estudio de las

matematicas que se impartian en la ensefianza media, la idea central era darle la

° Este documento se titula: En los origenes del CIAEM en el que se describe el contexto histérico del
surgimiento del Comité Interamericano de Educacion Matematica, dominado por la reforma de las
matematicas modernas, presentando el contexto general de la reforma y las caracteristicas propias
de América Latina.
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unidad a las matematicas utilizando como conceptos fundamentales los de
conjuntos, relaciones, funciones y operaciones, asi como las estructuras

fundamentales como grupos, anillos y cuerpos.

En el aflo 1968 el Instituto Colombiano de Pedagogia ICOLPE asesor6 al MEN
para el disefio de programas en la ensefianza primaria, para ello se utilizaron libros
de matematicas donde se empleaban conceptos intuitivos de conjunto. En el afio
1969 son creados los institutos de Educacién Media diversificada INEM que
contaba con un curriculo unificado para sus instituciones. En estos institutos se
presenta una reforma unificada influenciada por la Segunda Conferencia
Interamericana de Educacion Matematica realizada en Lima, Peru, del 5 al 12 de
diciembre en 1966, alli se introduce en el ciclo basico y en el ciclo diversificado los
conceptos de estructura, operaciones, sistemas de numeracion, conjuntos y

deducciones légicas (Vasco, 1975) (citado en Gémez, Al., 2013).

De acuerdo a lo anterior, Ruiz, A & Barrantes, H (2011), afirman que el eje central
de esta segunda conferencia o segunda CIAEM, que estuvo dirigida por Marshall
H. Stone, era analizar el avance de la Reforma de la Matemética Moderna que se
impulso en la primer conferencia de 1961. La mayoria de delegados expusieron los
problemas que se encontraron, entre ellos, y por mencionar algunos, eran
problemas eran comunes a la mayoria de los paises, tales como las dificultades en
la formacién o capacitacion del profesorado y las escasas posibilidades en cada
pais tanto desde el punto de vista de los recursos humanos como los econémicos y

operativos para llevar a cabo con éxito la reforma.

Finalmente se puede visualizar que todos estos acontecimientos indican el camino
para la ensefianza de las matematicas modernas, aunque es la resolucion 277 de
1975 la que legaliza la implementacion de la matematica moderna en el bachillerato

colombiano, tal y como lo cita Gémez, Al. (2013):

[...] Adoptense los programas de estudio elaborados en 1974, en desarrollo del
decreto 080 del mismo afio y las resoluciones reglemantarias correspondientes a las
modalidades del bachillerato académico, industrial, agropecuario, comercial,
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normalista y promocion social para las areas de matematicas, estudios sociales,
ciencias, idiomas, educacion estética y educacion fisica.

Sin embargo la implementacion de la reforma presenté muchas dificultades ya que
se carecia de la fundamentacion para la comprension de estos nuevos cambios.
Asi la era de la matematica moderna no trascendié con éxito en algunas regiones
del pais, por lo que el Gobierno Nacional de acuerdo al articulo 78 de la Ley
General de la Educacion elabora los Lineamientos Curriculares que son publicados
en 1998 para algunas areas obligatorias, entre ellas la matematica.

3.1.3 Un modelo para el analisis de textos

Las propuestas para llevar a cabo un andlisis de textos en matematicas son
variadas, muchas encaminadas a examinar lo curricular, lo afectivo, lo semidtico,
entre otros. Para efectos de este trabajo, enfocado a analizar la manera en que es
presentado el concepto del nimero entero negativo, Rico, L., et al (2008) proponen
un analisis de texto, desde la perspectiva historica y epistemoldgica basada en la

técnica denominada analisis de contenido.

Esta técnica es una herramienta destinada para establecer y estudiar la diversidad
de significados de los conceptos matematicos. Propone analizar la estructura
conceptual, los sistemas de representacion y la fenomenologia, ademas el papel
gue juega el contexto numérico para un determinado concepto o tarea matematica.
A continuacion se especifican cada uno de los ejes mencionados para llevar el

analisis de contenido de manera historica y epistemoldgica:

e La estructura conceptual: se consideran por un lado, aspectos del
conocimiento conceptual, como hechos, conceptos y estructuras. Los
hechos constituyen el nivel basico de complejidad conceptual y se pueden
diferenciar términos, notaciones, convenios o resultados. En un nivel medio
de complejidad estan los conceptos que pueden tener diferentes

significados, y en un nivel de complejidad superior se encuentran las
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estructuras. Por el otro lado se encuentra el conocimiento procedimental,
como son las destrezas (jerarquia de operaciones o algoritmos), los
razonamientos y estrategias.
Los sistemas de representacion: expresan los modos de hacer presentes
un objeto, concepto o idea y contemplan para ello simbolos, signos, graficos
y materiales fisicos. Los modos de representar nociones matematicas
destacan las propiedades de los conceptos y procedimientos. Los modos de
representacibn muestran objetos que forman parte de una estructura, se
presentan organizados en sistemas. Por ejemplo:
15=1+2+3+4+5=03)5)=4*-1=A+1DHl-1)
Como se puede observar en el ejemplo, se presentan algunas maneras en
las que se puede representar un mismo concepto matematico en diferentes
formas, que en dltimas permite la caracterizacion del significado,
contribuyendo a la comprensién de conceptos y procedimientos. No hay
jerarquia en los sistemas de representacion, pues cada uno de ellos permite
resaltar aspectos particulares de los conceptos y sus relaciones. Lo sistemas
de representacion mas usuales son el verbal, el gréafico y el simbdlico.
Campo fenomenoldgico: Se consideran las situaciones relacionadas con la
aplicacion de la estructura en estudio, y la delimitacion de los distintos
contextos en que aparecen. De este modo, se analizan los usos dados a los
conceptos y a la estructura establecida de objeto de andlisis. Desde este
campo, el pensamiento matematico surge de los fendbmenos y las
estructuras matematicas abstraen y organizan grandes familias de
fendmenos del mundo natural, social y mental.
Por lo anterior, lo que se busca en esta dimension de analisis es encontrar el
sentido con que se utilizan estructuras y conceptos, los modos en que se
abordan distintas tareas y cuestiones cuando dan respuesta a determinados
problemas. En dltimas se busca desde el campo fenomenoldgico la
vinculacion de conceptos y estructuras con aspectos asociados a la vida
real, presentados en las diversas actividades que proponen los libros de

texto.
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Desde esta perspectiva, el analisis fenomenolégico de una estructura matematica

permite considerar las situaciones en las que ésta tiene funcionalidad. Dichas

situaciones se dividen en:

Situaciones personales: son las actividades diarias de los estudiantes.
Se refiere a la forma en que un problema matematico afecta
inmediatamente al individuo y al modo en que el individuo percibe el
contexto del problema. Estas situaciones estan relacionadas con
practicas cotidianas e involucran conceptos basicos de las
matematicas.

Situaciones educativas, ocupacionales o laborales: son las
actividades relacionadas con el entorno escolar o en un entorno de
trabajo. EI mundo de trabajo incluye el conocimiento de horarios,
manejo de cuentas corrientes, pagos Yy adquisiciones, la
administracion del tiempo y del dinero.

Situaciones publicas: desde esta dimension se considera a la
comunidad local en la cual los estudiantes observan determinados
aspectos sociales de su entrono 0 que aparezcan en los medios de
comunicacion, pues los estudiantes deben estar en capacidad de
analizar, interpretar y evaluar informacion numérica que se presente
en los medios de comunicacion, ademas se debe también tener
domino del sentido del nimero y las operaciones basicas.

Situaciones cientificas: son de tipo abstracto e implican la
comprensiéon de un proceso tecnoldgico, una interpretacion tedrica o
un problema especificamente mateméatico. El dominio de los distintos
conjuntos numéricos juntos con las estructuras matematicas del
analisis y del algebra constituyen el marco conceptual donde se

sitlan las aplicaciones y usos numéricos mas avanzados.

Para llevar a cabo dicha revisién es importante resaltar el conjunto de situaciones

en las que el concepto y la estructura se utilizan, es decir, el contexto numérico.
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e Contextos numéricos: Los contextos numéricos hacen referencia al modo
en que se usan los conceptos en una o varias situaciones. A continuacion se
presentan los seis tipos de contextos numeéricos que se pueden presentar en
las diferentes formas de presentar un concepto matematico:

Contar: para este caso la utilidad consiste en asignar los términos de la
secuencia numérica a los objetos de una coleccion.

Cardinal: hace referencia a la cuantificacion de objetos de un conjunto. Es
algunos casos se determina un cardinal a partir de la aplicacion de
operaciones. En otros casos se determina un cardinal cuando se aplica un
procedimiento combinatorio o algoritmo elemental, o aplicando férmulas
sumatorias o factoriales.

Medida: se refiere a la cantidad de unidades de alguna magnitud continua.
Un tipo especifico de problemas en este contexto surge cuando se pretende
obtener longitudes, superficies u otras magnitudes.

Ordinal: Corresponde conocer la posicion relativa de un elemento en un
conjunto discreto y ordenado. Cualquier problema numérico que requiera un
orden natural pertenece en este contexto.

Operacional: Las acciones de agregar, separar, retirar y repartir expresan
multitud de acciones sobre y transformaciones de los objetos; también se
pueden establecer relaciones de comparacion e igualaciéon. De este contexto
se hace alusion a las operaciones aritméticas basicas.

Simbdlico: en este contexto los numeros son utilizados para distinguir y
denominar clases de fenbmenos o elementos, como por ejemplo el nimero

en un contexto de codificacion.

A continuacion se presenta la siguiente tabla que relaciona y presenta de manera
sintetizada los componentes de analisis de un libro de texto a partir de la técnica

denominada andlisis de contenido propuesta por Rico, L., et al (2008):
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Anadlisis de contenido

Estructura conceptual

Sistemas de
representacion

Campo
fenomenoldégico

Contextos
numéricos

Conocimiento Conocimiento
conceptual procedimental
I.  Hechos I.  Destrezas
Il.  Conceptos Il. Razonamientos
. Estructuras M. Estrategias

Modo de hacer
presente un objeto,
concepto o0 idea,
entre ellos:

l. Verbal
I. Gréfico
1", Simbélico

Actividades o]
situaciones que son
propuestas en los
libros de texto,
éstas pueden ser:

l. Personales
I. Educativas
Il Publicas
IV. Cientificas

Modos en que es
presentado el
concepto de
numero:

l. Contar
. Cardinal
M. Medida
IV.  Ordinal
V. Operacional
VI.  Simbdlico

Tabla 1. Modelo de anélisis de contenido.

Finalizamos este aparte recalcando que este modelo de analisis se aplicara en el
siguiente capitulo, en dos libros de texto dentro del periodo de la Reforma de la
Matematica Moderna y dos libros de texto de la matemética actual, considerando la
adecuacion o los ajustes pertinentes a partir de las necesidades propias del trabajo

gue mas adelante sera expuesta.

3.2 Presentacién de los textos seleccionados en el
Matematicas Modernas. Criterios de seleccion

periodo de las

Para la década de los sesenta, segtin Vasco (2002)*° en los programas antiguos de

1937 para la primaria, y en los de 1951y 1962 para el bachillerato el sistema de

' vasco (2002). Seminario sobre estandares curriculares en Colombia. ¢Objetivos, logros,

indicadores, competencias o estandares? En este documento Carlos Vasco presenta un recorrido
histdrico de las diferentes reformas educativas en Colombia, partiendo de la problematica actual de
los docentes con referencia a la evaluacion del progreso de los estudiantes.
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evaluacion estaba basado en considerar los contenidos. Mas tarde, en la década
de los sesenta se resolvié que habia que cambiar la evaluacion por contenidos, por
la evaluacién por objetivos, todo ello gracias al Decreto 1710 de 1964 para la

primaria y el Decreto 080 de 1974 para la secundaria.

El periodo de legislacion del Decreto 080 inicia en 1974 hasta 1983, cuyo énfasis
determinaba implementar un plan fundamental minimo de estudios, basado en la
flexibilidad de los planes de estudio, permitiendo su ajuste de acuerdo a las

diferentes modalidades existentes: humanistica, cientifica y técnica.

Para el area de matematicas, se presentaba el caracter conjuntista, logico y
axiomatico de los conceptos, partiendo de ideas abstractas y poco relacionadas
con la vida cotidiana. De acuerdo al Articulo 4° del Decreto 080 de 1974 del
Ministerio de Educacion Nacional, para los grados I, II, 1l y IV de la educacion
media la intensidad horaria era de cinco horas semanales, mientras que para los

grados V y VI la intensidad horaria era de tres horas a la semana.

Segun Sanchez (2001) en la década de los afios 1960, empezaron a aparecer los
primeros libros y documentos escritos por colombianos, en su mayoria sobre légica
o teoria de conjuntos para ser adaptados a la ensefianza segun los nuevos planes

de estudio. Entre ellos se destacan los siguientes:

e Alberto Campos Sanchez, 1964, Introduccidon a “La description de la
mathématique formelle” de N. Bourbaki. Revista de Matematicas
Elementales. Monografias Mateméticas, No 2. Universidad Nacional de
Colombia / SCM. 54 péaginas.

e Alonso Takahashi, Conjuntos (Apéndice). Folleto, tamafio carta, firmado por
el autor. ¢.1965. No contiene bibliografia. 28 paginas.

e Alonso Takahashi, Una presentacion de la teoria de clases. Folleto, firmado
por el autor ¢.1965. No contiene bibliografia. 16 paginas.

e Rafael Marifio, 1966, Fundamentos de Matematicas, Universidad Nacional

de Colombia, Bogota. No contiene bibliografia. 133 paginas.
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e Clara Helena Sanchez & Fabiola Rodriguez, 1970, Guias para la ensefianza
de la matematica en bachillerato, Primer libro, Elementos de la teoria de
conjuntos, CIAS. No contiene bibliografia. 81 paginas tamafio oficio.

e Alvaro Pinzon, 1973, Conjuntos y Estructuras, Coleccién Harper, Editorial

Tec-Cien Ltda. 356 paginas.

Como se puede observar en el listado de algunos de los libros y/o documentos de
algunos colombianos, el titulo de éstos esta enfocado hacia la teoria de conjuntos y
estructuras que es el pilar para esta reforma educativa que regia en Colombia
desde 1974 hasta 1983. Sin embargo, Ruiz, A & Barrantes, H (2011) presentan que
la reforma respondia a una realidad: existia una amplia necesidad de modernizar la
ensefianza de las matematicas y, especialmente, se daba una gran separacién de

las matematicas universitarias y las preuniversitarias.

La modernizacion arrancaba de la necesidad de adecuar la formacion matematica
al desarrollo cientifico y tecnoldgico de las principales sociedades occidentales, asi
como también a ciertas condiciones historicas y politicas. La iniciativa de la reforma
provino de fuera, primeramente se recibieron los libros de texto del Grupo de
Estudio de las Matematicas Escolares de los Estados Unidos y la influencia del
School Mathematics Group (SMSG) dirigido por E.G. Begle del mismo pais,
guienes se encargaron de la realizacién de la Primera Conferencia Interamericana
de Educacion Matematica, en Bogotd en 1961. El objetivo era contar con
representantes de todos los paises del continente, para elaborar o traducir textos,
cambiar curriculo, entrenar profesores, entre otros aspectos, tal y como se estaba

haciendo en Europa y en los Estados Unidos (Ruiz, A & Barrantes, H , 2011).

3.2.1 Un libro de la SMSG: Mateméaticas Modernas para escuelas secundarias
Es importante resaltar, como ya se mencion0, que en América Latina la influencia

de Estados Unidos por parte del grupo de la SMSG y del Grupo de Estudio de las

Mateméticas escolares fue relevante, de este modo se presenta en primera
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instancia un libro con fuerte influencia durante la época de matematica moderna,
pero que no se le aplicara la rejilla de analisis, puesto que este libro fue la via de
transicion al Decreto 080 de 1974 que legaliza la matematica moderna en el
curriculo de Colombia. Sin embargo, se presentara un breve andlisis de como es

introducido el concepto de nimero entero negativo.

A continuacion se presentan las caracteristicas principales del libro de texto y la
portad del mismo:

Nombre del libro: Matematicas modernas para
escuelas secundarias Libro 1
Autores: Mary P. Dolciani
William Wooton
Edwin F. Beckenbach
William G. Chinn
Editorial: Publicaciones Cultural S.A
Edicién: Primera —Cuarta reimpresion
Afio de publicacion: 1970
Pais: México

Tabla 2. Informacién del libro de texto

El libro de texto se caracteriza por presentar una breve descripcion acerca de los
cuatro autores™ y de los consejeros editoriales que contribuyeron a la elaboracién
del mismo, también presenta los reconocimientos que hacen los autores hacia sus
colegas y estudiantes por sus comentarios, y un listado de fotografias que
suministra el libro en algunas situaciones presentes en ciertas paginas y una lista
de simbolos para contextualizar al lector. A continuacion se presenta la portada del

libro:

' Es importante destacar algunos aspectos relevantes de los autores del libro, por mencionar:

e Mary P. Dolciani (1923-1985): Fue una gran matematica y educadora estadounidense.
Autora principal de libros de texto a nivel universitario y de secundaria que publicé bajo su
nombre, denominados estructura y método. Ademas de la ensefianza de las matematicas
puras, destaco la importancia de la aplicabilidad del algebra.

e William G. Chinn (1919-2004): Matematico de la Universidad de California. Después de la
segunda guerra mundial empez6 a trabajar como profesor para el sistema de escuelas
publicas, tanto para la secundaria como para la preparatoria. Publicé numerosos articulos y
fue coautor de varios libros de texto, incluyendo el de las matematicas modernas.
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Figura 16. Portada del libro: Matematicas Modernas para Escuelas Secundarias

El libro se encuentra divido en trece temas o capitulos haciendo énfasis en los
conjuntos, las propiedades y los algoritmos, al inicio se presenta una introduccion
gue se basa en la formulacion de problemas y repaso de operaciones en aritmética,
pues el libro a modo de sugerencia justifica la importancia de comprender a fondo
esta rama. De acuerdo a la tabla de contenido que propone el libro de texto el
concepto de numero entero es presentado en el dltimo tema en la pagina 499,
denominado extension del conjunto de los enteros, en la siguiente figura se puede
apreciar el fragmento de la tabla de contenido donde se puede observar la unidad

gue seré objeto de andlisis:

——
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14.  EXTENSION DEL CONJUNTO DE LOS ENTEROS 499

Sumas y diferencias. 14-1 NOmeros negativos como coor-
denadas, 500. 14-2 Adicion de enteros, 504. 14-3 Sus-
traccion de enteros, 509.

Productos y cocientes. 14-4 Multiplicacién de enteros, 513.
14-5 Division de enteros, 518.

RESUMEN DEL CAPITULO, 521. EXAMEN DEL CAPITULO, 522,
REPASO DEL CAPITULO, 523. LECTURAS RECOMENDADAS, 524.
REPASO DE LOS CAPITULOS 1-14, 524,

Figura 17. Fragmento de la tabla de contenido

En un inicio el libro presenta al conjunto de los ndmeros enteros como
coordenadas, introduciendo el termdémetro que tiene una escala con dos sentidos,
para leer temperaturas sobre y bajo cero, ademas se hace alusion a los sentidos

opuestos con situaciones de la vida, tal y como se presenta en la siguiente figura:

14-1 NUmeros negativos como coordenadas

Sentidos opuestos. El termémetro tie-

ne una ecscala con dos sentidos donde

es posible leer temperaturas sobre cero m
y temperaturas bajo cero. Al llevar su —%0
contabilidad, el hombre de negocios 0
también hace uso de una escala con 50—

dos sentidos, uno para sus pérdidas SH

y otro para sus ganancias. —20

En muchas ideas con las cuales es- W

-_60

— 40

tamos familiarizados intervienen medi- 10—
ciones en ‘sentidos opuestos”. Vea S
si puede decir el opuesto de cada una

de las siguientes ideas.

1. 17m bajo el nivel del mar 7. 3 km al norte

2. Un excedente de $4 8. Una ganancia de $5 000
3. 12° longitud este 9. 10 yardas perdidas en fa
4. 25 anos d. C. americano

5. Un depdsito de $56 en el banco 10. Un aumento de $50 en el
6. Una pérdida de $100 rio semanal.

Figura 18. Nameros negativos como coordenadas
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Més adelante en la misma pagina se presenta el concepto como desplazamientos
sobre la recta numérica, induciendo a la operacion suma de enteros, sin embargo
es interesante la connotacion que utilizan para aludir al nimero negativo, indicando
gue la diferencia entre 4 — 3 es posible y cuyo resultado es 1, pero la “diferencia”
entre 3 —4 = —1, el cual da como resultado un niamero entero negativo, afirman
gue para ubicarlo en la recta se han “inventado” un nuevo numero que son los

negativos, como lo indica la figura 19.

El diagrama de la derecha

Y e ————
muestra una recta numeérica en
SR § l l | 1 |
la cual se ve que con un despla- T T : B
0 1 2 3 4 5

zamiento de 3 unidades a la 12

quicrda de la grafica del nimero 4, se llega al punto que estd 1 unidad
a la derecha del origen, Entonces cste diagrama ilustra la proposicién
4-3=1

En el siguiente diagrama sc

puede ver que un desplazamiento

le 4 unidades it Lt tzaui : | | | | | | Lt
ae 4 umdades i L izquierda, ems- T R T T
I 4r 4 2 3 4 8

pezando en la grafica de 3, ter-
mina en ¢l punto que estd 1 unidad a la izquierda del origen, ;Este punto
tiene alguna coordenada? {No! Hemos asignado coordenadas tnicamente
a los puntos que estan a la derecha del origen. Esto significa que si bien
« el diagrama sugicre la diferengia, 3 — 4, no tenemos ningtn nimero
igual a 3 — 4,

Para cvitar esta dificultad, inventamos un nuevo nimero represen-
tado por el simbolo

I

S¢ [lf(f “uno negativo”

Figura 19. Nameros enteros en la recta numeérica

En la pagina 501 del libro se formaliza el concepto de nimero entero en la recta
numeérica, determinando a los numeros “inventados” o negativos como los que se
encuentran a la izquierda del cero u origen. Ademas a la recta numérica la
denominan diagrama y es la que permite dar orden a los enteros, como se puede
apreciar en la figura 20, mientras que en la figura 21 se presenta al conjunto de

enteros como agrupamiento de pares de niimeros opuestos:
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El siguiente diagrama muestra los nombres de otros niimeros inventados

para ser las coordenadas de puntos que estdn a la izquierda del origen.
Por ejemplo, 3 (“tres negativo™ ) es el niimero apareado con ¢l punto

que esta 3 unidades a la izquierda del ongen,

'

-

o —4—

Figura 20. Diagrama de numeros enteros

3 es el opuesto de =3, y ~3 es el opuesto de 3;
~7 es el opuesto de 7, y 7 es el opuesto de ~7;

)

0 es su propio opuesto; esto es, 0 es el opuesto de 0.

!
l e
| e |
' . toot ot ! .
e | | l | ] | L | ] L | L {
T T T T T 1 T T ! T ! ! | [AgeE 2
< = M R DS A | 01 2 3 4 5 6

Figura 21. NUumeros enteros- NUmeros opuestos

En las paginas 503 y 504 del texto se presentan una serie de ejercicios que
involucran la ubicacién de puntos en la recta numérica, resolucién de ecuaciones y

simplificacion de operaciones. Después se introducen las operaciones suma, resta,

multiplicacion y divisidbn que no son objeto de analisis en este trabajo.

A modo general se puede ver que el libro de texto presenta en primera instancia, al
conjunto de los numeros enteros dandole una contextualizacion a partir del uso del
termémetro para presentar a los numeros negativos como sentidos opuestos,
ademas de algunas situaciones que se enuncian y que tienen que ver con el

aumento o disminucioén de cantidades, ganancias o pérdidas de dinero. Luego se
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presenta la recta numeérica para el desplazamiento de unidades enteras, donde se
da cabida a los numeros negativos 0 numeros inventados como lo afirman los
autores del libro. Y finalmente se formaliza el concepto indicando que los numeros
naturales en unién con los nimeros negativos forman el conjunto de los nimeros
enteros. Ademas se hace la especificacion de la equivalencia de que los simbolos
+1,+2,+3,... Se usan, algunas veces, para representar a los nimeros positivos
1,2,3.

3.2.2 Libros de texto en Colombia: periodo de las matematicas modernas

Los libros de texto en Colombia son de diversas editoriales unas mas vendidas que
otras, pero quiza con el mismo objetivo: instruir en el aprendizaje. Durante la época
de la matematica moderna se tuvo gran variedad en cuanto a los libros de texto, sin
embargo, el criterio de seleccion de los libros de dicha época se fundamenta en
Soto (2012)*?, quien realiza un andlisis de textos de ciencias sociales, afirmando
qgue los libros mas difundidos durante el periodo de 1974 hasta 1983 que
corresponde a la fecha de legislacion del Decreto 080, donde es implementado al
curriculo de mateméticas las matematicas modernas, fueron las editoriales Norma
considerada como una de las mas reconocidas en Colombia por su desarrollo y
comercializacion, y la editorial Bedout considerada como una empresa familiar cuyo

origen se remota en la ciudad de Medellin que conquisto el mercado nacional.

Otro criterio de seleccidén se argumenta porque la portada de los libros hace alusiéon
a las matematicas modernas, ademas se explicita en el libro de la editorial Bedout
gue se adecla al desarrollo de programa del Ministerio de Educacion Nacional
partiendo del Decreto 080 de 1974 y la Resolucion 277 de 1975. A continuacién se

presentan los dos libros de texto seleccionados para llevar a cabo el andlisis

2 Soto (2012). La independencia americana: textos e imaginarios escolares en Colombia. En este
documento la autora presenta un analisis de textos de ciencias sociales en épocas especificas,
partiendo de la legislacion colombiana y tomando como referencia periodos de 1974 hasta 2010.
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respectivo que se aplicara en el siguiente capitulo exhibiendo la portada, los

autores y las unidades que seran objeto de analisis.

3.2.2.1 Descripcion del libro: Serie Matematica Moderna Il (1972)

Este libro es el segundo de la Serie Matemética Moderna para el nivel secundario,
estd enfocado a estimular los conceptos basicos y la estructura de la matematica,
ademas busca desarrollar la destreza en el manejo de técnicas para la solucion de
problemas. En la siguiente tabla se aprecia los datos del libro con sus respectivos

autores®®:

Nombre del libro: Serie Matematica Moderna Il
Autores: Robert E. Eicholz
Phares G. O Daffer
Charles F. Brumfiel
Merril E. Shanks
Charles R. Fleenor
Editorial: Norma
Edicion: primera
Afo de publicacion: 1972

Pais: Cali- Colombia

Tabla 3. Informacidn libro de texto: Serie Matematica Moderna

El libro hace hincapié a que el estudiante desarrolle habilidad matemética, pero

también a que conozca el por qué son validos ciertos procedimientos y cuando y

13 A continuacion se destacan algunos datos de los autores del libro:

e Phares O'Daffer: recibio su licenciatura y maestria en la Universidad Estatal de lllinois y
estudié en la Universidad de lowa y la Universidad de Michigan antes de recibir su
doctorado en educacién matemética de la Universidad de lllinois. Fue coautor de vrias
series de libros de texto de mateméticas. También es autor de varios articulos en revistas
especializadas de matematicas.

e Merril E. Shanks: En 1946 recibe el nombramiento conjunto en matematicas e ingenieria
aeronadutica. Hizo muchas contribuciones a la preparacion de cursos en la aerodinamica, y
superviso tesis en matematica pura, asi como en la ingenieria aeronautica.
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donde deben emplearse. Lo mas importante es aprender a resolver y plantear

problemas.

La serie de matematica moderna estimula a la adquisicion de una conciencia que
facilite la solucion racional de problemas concretos. La serie consta de los

siguientes libros para el alumno:

e Matematica |
e Matematica ll
e Matematica Ill, Algebra

e Matematica IV, Geometria

A continuacion se presenta la portada y el fragmento de la tabla de contenido del

libro que sera objeto de andlisis:

Serie
MATEMATICA
MODERNA

Figura 22. Portada del libro Serie Matemética Moderna Il
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'_ '. | onjunto de numeros enteros Dorane 4.5
iDidecenterosititiiindiint i 40

'E,.de ENIeTOS e e et 54
'icac16n y divisién de enteros 57

SRR R 6

ldadés A B R 65
alor _bsoluto......................- 69
Graficas con enteros ..........:... 73
El razonamiento I6gico en dlgebra .. 77
Algunas funciones especiales ...... 80

Figura 23. indice de materias

El libro esta dividido en doce ejes tematicos iniciando con numeros cardinales y
culminando con Geometria: circulos, esferas, cilndros y conos. Es de destacar que
al finalizar cada unidad tematica el libro presenta un repaso de la unidad el cual
incluye los conceptos fundamentales, una lista de vocabulario y una serie de

ejercicios de los visto en la unidad.

La unidad que sera objeto de analisis es la 2, la cual se denomina: Enteros. Es una
unidad que se dedica al conjunto de los numeros enteros, trabajando las
operaciones, las desigualdades, el valor absoluto, y el razonamiento l6gico en

algebra. Esta unidad se encuentra en la pagina 45 del libro de texto.

3.2.2.2 Descripcion del libro: Fundamentos de Matematica Superior Moderna
(2977)

En esta seccion se presenta el libro de texto perteneciente a un solo autor'® , con

sus caracteristicas principales y detalles de tipo general e informativo:

* Gustavo Patifio Duque: Ingeniero de la Universidad de Los Andes, con especializacién en la
Universidad de Wageningen, Holanda, y en la lllinois, en E. U. Otra especializacion en la
Universidad Bolivariana. Autor de: Elementos de matematicas, 1963. Trigonometria plana y esférica.
Algebra y geometria, 1963. Demografia y desarrollo, 1968
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Nombre del libro: Fundamentos de Mateméatica Superior Moderna
Autores: Gustavo Patifio Duque

Editorial: Bedout S.A.

Edicion: Tercera

Afio de publicacion: 1977

Pais: Medellin- Colombia

Tabla 4. Informacion del libro de texto: Fundamentos de matemética superior moderna Il

De manera general el libro va dirigido para los cursos 5° y 6° de la ensefianza
media’®. Contiene légica, conjuntos, trigonometria, geometria analitica y célculo
diferencial e integral. El libro se divide en dieciséis unidades iniciando en la unidad |

con légica matematica y culminando en la unidad XVI con célculo integral.

'fr

TAVO PATING DUGUE

FU NDAMENTOo
DE MATEMATICA
SUPERIOR
MODERNA

Figura 24. Portada del libro de texto: Fundamentos de matematica superior moderna

' En la introduccién del libro se especifica que de acuerdo a las exigencias del cambio curricular
propuestos por el MEN, el libro de texto es una unificacién de los grados quinto y sexto de
educacion media. De esta manera las unidades 1 y 2 del programa de quinto y la namero 1 del de
sexto tratan de la légica matematica y la teoria de conjuntos, para mas adelante entrar en el campo
de los grupos y cuerpos.
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UNIDAD IIf - CONJUNTOS NUMERICOS ............... 62

[ntroduccion — Nameros naturales — Nimeros enteros — Numeros ra-
cionales -~ Nimeros reales - Numeros complejos - Leyes operativas de
los nimeros reales — Leyes operativas para el conjunto R. - Campos
finitos ~ Clase de residuos de los enteros modulo m - Anillos. La
induccion matematica - Evaluacion.

Figura 25. Tabla de contenido

A partir de la anterior figura se puede ver que la unidad que sera objeto de estudio
es la unidad I, la cual se denomina: Conjuntos numericos; presente en la pagina
62 del texto, iniciando con el conjunto de los niameros naturales, seguido por los
nameros enteros y racionales y, posteriormente, se presenta a los nimeros reales

y se concluye con los nimeros complejos.

A partir de dichos conjuntos numeéricos se introducen las leyes o las propiedades
del conjunto de los numeros reales, ademas en esta unidad se trabaja la clase de

residuos de los enteros médulo m y la induccién matematica.

De acuerdo a lo anterior es en la unidad Ill, denominada conjuntos numeéricos
donde se encuentra el conjunto de numeros enteros que sera analizado utilizando

la rejilla de analisis en el siguiente capitulo.

3.3 Presentacion de los textos seleccionados en el periodo de las
Matematicas Actuales

De acuerdo con los Estandares Basicos de Competencias (2006) es necesario

ampliar la visidn sobre los textos escolares y las directivas ministeriales como los
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unicos medios para hacer explicitas las exigencias del cambio en la educacion. Se
trata de hacer un analisis critico con respecto a la seleccién de la amplia oferta de
textos escolares que se encuentran en el mercado, de tal forma que los docentes
deben estar atentos de la pertinencia, concordancia y coherencia de éstos con los
fines de la educacion y las politicas del sistema educativo, en particular con los

Lineamientos Curriculares y los Estandares Basicos de Competencias.

Con respecto a lo anterior en el portal Colombia Aprende se presenta que los
textos se estan renovando con propuestas pedagogicas basadas en los estandares
de calidad y en las competencias que deben desarrollar los estudiantes desde
preescolar hasta grado once. De esta manera, el criterio de seleccién para los
libros que seran objeto de analisis son los de mayor comercializacion en el
mercado, siendo la editorial Norma y Santillana de acuerdo con el portal Colombia

Aprende.

Es de destacar que el hecho de que sean las editoriales mas vendidas no significa
gue los libros se puedan calificar de calidad, pero si es un buen referente para
poder ejecutar el analisis respectivo a los textos escolares. Otro criterio de
seleccion que llevo a escoger los dos libros es que ambos presentan estandares y

competencias que responden a las exigencias de los estandares curriculares.

Los libros fueron seleccionados para el grado séptimo de la educacion basica
secundaria de diferentes editoriales y diferentes afios de publicacion, uno del afio
2006 y otro del afio 2010, para poder establecer si se presentan 0 no variaciones, o
si por el contrario existen semejanzas al presentar el concepto de niumero entero

negativo y los diferentes obstaculos epistemoldgicos que se puedan encontrar.

3.3.1 Libro de texto: Conexiones Matematicas 7 (2006)

Este libro corresponde al Grupo Editorial Norma, y es una adaptacién del libro Alfa
7 con estandares de la misma editorial. A continuacion se presenta la portada del
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libro, el fragmento de la tabla de contenido que sera analizada y algunos aspectos

descriptivos propios del libro de texto®®:

Nombre del libro: Conexiones Mateméticas 7
Autora: Leonor Camargo Uribe

Editorial: Norma S.A

Edicion: Primera

Afio de publicacion: 2006

Pais: Bogota — Colombia.

Tabla 5. Informacién del libro: Conexiones Matemaéticas 7

Conex<xiones
matemaricas

Figura 26. Portada del libro: Conexiones matematicas 7

® | a autora Leonor Camargo Uribe es Licenciada en Matematicas, especialista en Educacion
Matematicas e investigadora del Departamento de Matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional.




Unidad 1

Numeros enteros

Taller.de competencias............ 28880000 2abis 10
PRE) AVBNZAL IAS /. il e sesersessnsn s - 2RLNIRINUMIOR S0 11
Tallaf e BORIPBLENCIAS. .......cceoeeeacencerereevsssnssnsitos blbion 13
St T T S S R S S S 14
Taller OEMBMIPDELONCIAS ... ioovismsemsmmaivmiinss bbb 16
Rl aVaNZAr AS 4 105 st s R R 7
Taller de competencias..... o e caiiatailr ++s 19
Parala@VanZar INAS ..c...ecesssssesinsnssnnssnpersirisstE U L 20
Taller de COMPEBNCIAs...........ccc.oevesessnnno inmtaestes satinnt 22
Palaavanzar Mas.. ... oo Lhums S0y sl . 23
Evaluacion de competencias ........cceveeeneecinivinnsecensess 24

Figura 27. Fragmento de la tabla de contenido del libro: Conexiones Matematicas 7

A modo general, el libro presenta diez unidades teméaticas, cada una de ellas hace
alusién a uno de los cinco tipos de pensamiento que sera trabajado y los temas
desarrollados en la unidad. Ademas se presentan los estandares y los procesos

asociados, muy de la mano a lo establecido por el MEN.

Al inicio de cada unidad se presenta una seccidon denominada preparate, que
consta de una serie de ejercicios introductorios al tema y ayudan a conocer el nivel
de competencia necesario para ampliar los temas de la unidad. Por cada tema
visto, se presenta un taller de competencias, el cual permite aplicar los contenidos
estudiados, son clasificados de acuerdo con el proceso que corresponden:
comunicacién, resolucion de problemas, razonamiento l6gico y conexiones,
ademas los ejercicios y problemas indican la competencia trabajada:

argumentativa, interpretativa y propositiva.
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Al finalizar cada unidad aparece la evaluacién de competencias, con actividades
para afianzar los logros propuestos en el desarrollo de los temas. La prueba saber
es una seccion que se encuentra cada dos unidades; en ella se plantea una
situacion problema y a partir de ella se presentan una serie de preguntas de

comprension y analisis.

Es de resaltar que la unidad que sera estudiada es la unidad 1 la cual se denomina
numeros enteros relacionada con el pensamiento numérico, para analizar la
presentacion del concepto de numero negativo y poder establecer los diferentes
obstaculos epistemoldgicos presentes en el concepto. Dicha unidad contiene cinco

temas, los cuales son:

e Tema 1: NUmeros relativos

e Tema 2: De los nimeros relativos a los nimeros enteros
e Tema 3: Valor absoluto de un namero entero

e Tema 4: Orden en los numeros enteros

e Tema 5: Coordenadas positivas y negativas

3.3.2 Libro de texto: Hipertexto Matematicas 7 (2010)

El libro Hipertexto, pertenece a la serie de Hipertextos de la editorial Santillana,
como una propuesta pedagdgica que responde a los Lineamientos Curriculares y a
los Estandares Basicos en Competencias exigidos por el MEN. A continuacion se
presentan algunas descripciones breves de los autores y las caracteristicas

generales del libro de texto:

e Johann Alexander Chizner: Licenciado en Matematicas y Fisica.
Universidad Antonio Narifio.

e Juan de JesUs Romero: Licenciado en Matematicas. Universidad Distrital
Francisco José de Caldas. Especialista en Estadistica.

e Francia Leonora Salazar : Licenciada en Fisica. Universidad Distrital

Francisco José de Caldas.
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Anneris del Rocio Joya : Licenciada en Matematicas. Universidad Distrital
Francisco José de Caldas.Especialista en Matematica aplicada.
Valeria Cely Rojas: Licenciada en Matematicas. Universidad Pedagogica

Nacional.

Nombre del libro: Hipertexto Mateméticas 7
Autores: Johann Alexander Chizner

Juan de Jesus Romero

Francia Leonora Salazar

Anneris del Rocio Joya

Valeria Cely Rojas
Editorial: Santillana S.A.
Edicion: Primera
Afio de publicacion: 2010
Pais:Bogota-Colombia

Tabla 6. Informacion del libro: Hipertexto Mateméticas 7

HIPERTEX ]

matematicas

Figura 28. Portada del libro: Hipertexto Matematicas 7




UNIDAD 1. Nimeros enteros

» El conjunto de los nimeros enteros | 10
Definicién del conjunto de los enteros
Representacion en la recta numérica
Representacion de puntos en el plano cartesiano
NUmeros opuestos
Valor absoluto de un nimero entero
OrdenenZ
Operaciones en Z | 20
Adicién en los enteros
Propiedades de la adicién de numeros enteros
Sustraccion en los enteros
Supresion de signos de agrupacion
Multiplicacién de nimeros enteros
Propiedades de la multiplicacién de nimeros enteros
Divisién de enteros
Potenciacion de numeros enteros

Figura 29. Fragmento de la tabla de contenido del libro: Hipertexto Mateméaticas 7

A partir de la anterior figura, se puede ver que es en la unidad I, en la pagina 10 del
libro de texto que se presenta el concepto de numero entero. En la pagina 20 del
libro se introducen las operaciones del conjunto numérico, item que no sera

analizado en el trabajo.

El libro se divide en siete unidades teméticas iniciando con los niUmeros enteros y
culminando en la unidad 7 con estadistica y probabilidad. Los contenidos estan
organizados de acuerdo con los cinco pensamientos matematicos: numérico,

variacional, espacial, métrico y aleatorio.

Al inicio de cada unidad se encuentra el titulo y los temas correspondientes que
seran trabajados, ademas de una seccién denominada preparate para, la cual
propone actividades de motivacién que inducen a la tematica. Es curioso ver la
relacion de la Historia de las Mateméticas en este libro, pues presenta una breve
narracion que relaciona la historia con los temas de la unidad. Adicionalmente, se

observa una seccidon que se denomina para responder; que son preguntas que

96

——
| —



surgen a partir de la lectura historica, con el fin de facilitar la interpretacién de

textos relacionados con las matematicas.

Al finalizar cada unidad se presenta una seccion llamada en sintesis, la cual
contiene los aspectos mas relevantes a manera de resumen de cada uno de los

temas vistos, como se puede apreciar en la siguiente figura:

Multiplicacion y division
Conjunto de nOmeros enteros
de los nUmeros enteros

Orden en los nOmeros enteros

Potenciacion y radicacion
de nOmeros enteros

ror que b. En este caso a se
b en la recta numérica.
b. En

Adicion y sustraccion
de nUmeros enteros

Ecuaciones

o

44 | © Santillana

Figura 30. Resumen de la unidad

En el siguiente capitulo, se presentaran los respectivos analisis de los cuatro libros
expuestos, contando como referencia con la rejilla de analisis y a partir de ello
poder establecer la presentacion del concepto de numero entero negativo y los
diferentes obstaculos que se puedan visualizar, contando con las dimensiones
histdrica, epistemoldgica y mateméatica del concepto de nimero entero negativo.
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CAPITULO 4.

4. ANALISIS DE LOS TEXTOS

En este capitulo se presenta el andlisis de los libros de texto de las reformas
educativas presentadas, para ello se tiene como referencia el modelo de analisis de
contenido realizando los ajustes pertinentes y las adecuaciones para el objetivo del
trabajo, considerando los resultados histdricos, epistemoldgicos y matematicos que

el capitulo nos arrojo.

Es importante mencionar que el analisis de contenido se basa en analizar la
diversidad de significados de los conceptos matematicos, y asi mismo poder
realizar el contraste de las variaciones o cambios que el concepto ha tenido con el
pasar de los afos, considerando las reformas y los obstaculos presentes para el

concepto de numero entero negativo.

4.1Presentacion del Modelo o Rejilla de Analisis

En este item se desea ilustrar los principales aspectos que componen la rejilla de
analisis, para lo cual se consideran tres de los aspectos de la propuesta de Rico,
L., et al (2008), como lo son la estructura conceptual-Procedimental, los sistemas
de representacion y los contextos numéricos para poder indagar de la presentacion
del concepto de numero entero negativo en los libros de texto en los periodos
establecidos. El cruce entre cada uno de los aspectos que se analizaran estan

determinados de acuerdo a la relacién entre cada uno de ellos.

Por tanto, se tendrd en cuenta la estructura conceptual-procedimental para mirar la
relacion entre el sistema de representacion y el contexto numérico,es decir, si el
concepto es presentado de manera verbal, grafica o simbdlica contemplando los
contextos numéricos de cada sistema, verificando si el nimero es presentado

como: cardinal, medida, ordinal u operacional. A continuacion se describen cada
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uno de los aspectos que seran objeto de analisis por medio de esquemas que

sintetizan las unidades de estudio:

Estructura Conceptual

Hechos Conceptos Estructuras
Significados  de El Concepto en un
1 _ numero - entero nivel de complejidad
Términes Notaciones negativo. superior
+ Menos uno, ¢ L—2,-101.2.. : Conocimiento de la
menos  dos, R A s * SECUF_”C'E estructura  de los
numeérica. - i
CEro, una, M |.T,'|' Valor absoluto. . Recta numérica num?ms entergs:
dos. - . Propiedades y
* Relacion ce orden. caracteristicas  del
» Mayor que, « Cpuesto a los _ T
Menor que. nimeros positivos anillo de Z.
+ Suma, resta, Propiedades
multiplicacidn, numericas.
division, valor
absoluto.

Esquema 1. Estructura Conceptual

Como se puede observar en el anterior esquema se especifican las unidades de
analisis de la estructura conceptual, indicando lo que de cada campo se espera
encontrar, de la misma manera se presenta el siguiente esquema para la estructura

procedimental, considerando las destrezas y los razonamientos:
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Estructura Procedimental

Destrezas

Razonamientos

e Escritura y lectura de numeros.

e Algoritmos de las operaciones.

e Uso de paréntesis y jerarquia
de operaciones.

e Orden de magnitud de un
namero o cantidad.

Deductivo: Propiedades numéricas y
de operaciones.

Inductivo: Regularidades numéricas.
Recta numérica: Propiedades vy
operaciones en la recta.

Figurativo: Estructuras que se
expresan graficamente.

Argumentos para justificar
propiedades numéricas.

Esquema 2. Estructura Procedimental

Antes de presentar los sistemas de representacion, se tendra en cuenta a los

contextos numeéricos, pues éstos se han designado en los tres sistemas de

representacion para ver si por ejemplo, el concepto es presentado de manera

grafica y el contexto numérico es cardinal (Ca), de medida (Me), ordinal (Or) u

operacional (Op).

Dichos contextos numéricos se describen a continuacion:

e Cardinal (Ca): Un cardinal se puede determinar mediante la aplicacién de

operaciones suma o multiplicacién, o cuando se requiere un algoritmo o

procedimiento combinatorio. Responde a preguntas ¢ cuantos hay? Ante una

coleccion discreta de objetos distintos.

e Medida (Me): Permite conocer la cantidad de unidades de alguna magnitud

continua, proporciona respuesta a la pregunta ¢cuanto mide? Hace

referencia a las longitudes, superficies u otras magnitudes.

e Ordinal (Or): Hace referencia a la posicion relativa de un elemento dentro de

un conjunto discreto y ordenado; proporciona respuesta a la pregunta ¢ qué

lugar ocupa?
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e Operacional (Op): Este contexto se hace referencia a las operaciones

matematicas basicas, las cuales modelizan y proporcionan respuesta a

cuestiones de tipo cuantitativo.

Para los sistemas de representacién, entendidos como los modos de hacer

presente un concepto, se ha considerado el sistema verbal, el gréfico y el

simbolico, ademas de la conexion entre el sistema y los contextos numéricos, es

decir, del uso y del significado del niumero en cada sistema. En el siguiente

esquema se puede observar los sistemas de representacién con las unidades de

analisis:
Sistemas de representacion
Verbal Gréfico Simbdélico
Uso del lenguaje para Si se requiere el uso de: Sistemas

organizar y condicionar la
representacion  de  los
nameros enteros negativos.

e Recta numérica

e Tabla

e Representacion de
puntos en el Dplano

Esquema 3. Sistemas de representacion

posicionales, como el
sistema decimal de
numeracion
Simbolos para
designar
agrupaciones
Sistemas aditivos
Expresion de un
namero como suma.

De acuerdo a las descripciones presentadas anteriormente y considerando las

necesidades del trabajo, se ha construido la siguiente rejilla de analisis de

contenido para el concepto de numero entero negativo, presentada en la siguiente

tabla;
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Sistemas de Verbal Gréfico Simbolico
representacion

Estructura Ca| Me| Or| Op| Ca| Me| Or| Op| Ca| Me| Or
conceptual-

Procedimental
Contextos

numeéricos

Hechos

Conceptos

Estructuras

Destrezas

Razonamientos

Tabla 7. Propuesta rejilla para modelo de andlisis

4.2 Aplicacion de larejilla para los textos de la mateméatica moderna

En esta parte del trabajo se llevara a cabo los analisis correspondientes a los libros
expuestos en el capitulo anterior que se usaron durante la época de la Reforma de

la Matematica Moderna.

4.2.1 Aplicaciéon de la rejilla para el texto: Serie Mateméatica Moderna Il
(2972)

Para llevar a cabo el andlisis se aplicd la rejilla al libro de texto en el capitulo,
posteriormente se presenta en detalle la descripcion de lo encontrado y mas
adelante los obstaculos epistemoldgicos que se logran visualizar. En la siguiente

tabla se encuentra demarcada la casilla de acuerdo al analisis.
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Sistemas de Verbal Gréfico Simbélico
representacion
Estructura Ca| Me| Or| Op| Ca| Me| Or| Op| Ca| Me| Or| Op
conceptual-
Procedimental
Contextos
numeéricos
Hechos X X X X X
Conceptos X X
Estructuras
Destrezas
Razonamientos X

Tabla 8. Aplicacion rejilla de andlisis del libro: Serie Mateméatica Moderna Il

De acuerdo a los resultados de la tabla anterior se puede observar que el concepto

de numero entero negativo se presenta de manera verbal, grafica y simbdlica,

donde el contexto numérico juega el mismo papel, es decir, el nUmero como

ordinal. El concepto es presentado (ver figura30); primero de manera verbal

haciendo alusion al conjunto de los numeros enteros como el formado por los

enteros positivos, los enteros negativos y el cero. Luego se induce la recta

numeérica para la ubicacion y distincién de los positivos y negativos, y por ultimo se

presenta una tabla que enuncia a los enteros negativos como los opuestos a los

positivos. En la siguiente figura se muestra la definicion del concepto que establece

el libro de texto:

2-1 EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS

El conjunto de los nimeros enteros estd formado por los enteros positivos
(ntimeros cardinales sin el cero, llamados también nimeros naturales), los

enteros negativos y el cero. Los enteros negativos se hacen corresponder a puntos
colocados a la izquierda del cero sobre la recta numérica. Los simbolos de algunos

enteros negativosse presentan en color en la recta numérica siguiente.

El conjunto de los nimeros enteros

FB Rl 0D 4372 02 -3 4 5678

Los enteros negativos Los enteros positivos _

Figura 31. Presentacion del concepto de manera verbal y grafica
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Se puede observar que en la definicion del concepto, el sistema de representacion
verbal y el grafico en la recta numérica se relacionan de manera secuencial,
ademas el concepto de numero que se evidencia es ordinal en ambos sistemas,
puesto que se hace referencia a la posicién del nimero entero negativo como los

correspondientes a la izquierda del cero en la recta numérica.

Los hechos corresponden a los términos y las notaciones que el libro usa, la recta
numérica es un claro ejemplo de las notaciones del conjunto numérico. No se
encuentran simbolos de <,>, <, >, =, que referencien a relaciones de orden en los

numeros enteros, ni se considera el simbolo Z como representacion del conjunto.

En la misma pagina del texto el concepto es presentado por medio de una tabla
gue alude al niumero entero negativo como el opuesto a los positivos, indicando al
simbolo —1 como 1 negativo, y asi para los demas enteros como se puede ver en

la siguiente figura:

Empleamos la palabra opuesto para describir la relacién
entre un par de enteros como 1y ~1.

Simbolo Nombre Se dice
 § 1 negativo 1 y 1 son opuestos
T2 2 negativo 2 y 2 son opuestos
=3 3 negativo 3 y 3 son opuestos

Figura 32. Nimero negativo como opuesto

Del mismo modo, en la figura 32, se indica el opuesto de cualquier nUmero entero n
escribiendo —n, sin embargo el uso del paréntesis se hace innecesario para
expresar el opuesto de un numero negativo, en este caso la destreza no se
manifiesta como se puede evidenciar en la siguiente figura, ya que no se utiliza un
paréntesis para hacer la distincion, aludiendo nuevamente a la recta numérica para

representar a —n como el opuesto de n :
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Cuando se quiera indicar el opuesto

de cualquier nimero entero n, se 5 2F
_escribe'' -n"". Si n = 6, entonces —-n= -6. S 0 =
. . . 5 - n

Rero el opuesto de seis es seis negativo,

asi que -6 = —6. Si n = —4 entonces -n= -nes el opuesto de n

—4. Pero el opuesto de cuatro negativo
es cuatro. Por tanto, llegamos a la
conclusién de que —4 = 4,

Figura 33. Expresion general de un nimero opuesto

Es evidente el uso de la recta numérica como sistema de representacion grafico
para los nimeros enteros negativos, la explicacion o el razonamiento de un nimero
opuesto se apoya en la recta numeérica. Sin embargo, en el texto el concepto
también se contextualiza como una necesidad de utilizarlos en el mundo real, se
presentan solo dos casos ilustrativos del uso y luego se propone una serie
preguntas que ayudan a contextualizar el concepto de nimero negativo tomando

como referente el termémetro:

‘ Necesitamos los enteros

Para describir cosas de © Para desarrollar conceptos
nuestro mundo E matematicos interesantes y utiles

El matematico encuentra soluciones como:

Mayor Menor
temperatura temperatura
registrada registrada
1> T 1 Para ecuaciones sencillas se necesitan
3 Bt 3 soluciones como:
a a
N s
- ® amperimetro® + e amperimetro ®+ x4+ 1=0,x4+2=0,x4+3=0,x4+4=0
*4 amp corriente eléctrica 4 amp x4+5=0++x4+10=0+++x+4+100=0+- -

Figura 34. Contextualizacién del uso de los nUmeros enteros

La figura anterior presenta dos casos en los que se usan los nameros enteros, el
primero de ellos hace referencia al uso del termémetro para indicar temperaturas
sobre y bajo cero, el segundo enfatiza en aspectos propios de las matematicas
como el caso de la necesidad de los enteros negativos para solucionar ecuaciones

lineales.

Es de destacar que el concepto no se presenta a modo de estructura, es decir, no

se presenta un nivel de complejidad superior, no se menciona a los nameros
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enteros como clases de equivalencia, ni se establece grado de abstraccion y mayor
rigor l6gico como lo establecia la reforma de la Matematica Moderna. El proceso de
contextualizacion es poco, y hace mas hincapié al uso del termdémetro como

recurso para la comprensién de los enteros negativos.

A modo general se puede establecer que el concepto de niumero entero negativo
se presenta como los numeros que se encuentran a la izquierda del cero, luego se
presentan como los opuestos a los nimeros positivos, el contexto numérico es de
tipo ordinal, pues son expresados para marcar una posicion. Sin embargo, las
actividades que se proponen van dirigidas a enfatizar en el nimero entero negativo,

como un numero opuesto, tal y como se presenta en la siguiente figura:

—

1. En el cuadro de la derecha se ‘ i SR
recuerda el significado de ‘“‘el | [Elopuestode —5es5.

opuesto de un entero’. Escriba otro El opuesto de —5es5.
simbolo para cada uno de los enteros g EGSRaEEE 5 ess,
que se encuentran a continuacién. i

- —5es5,
[al -5 [e] -7 [e] -—100 [g] -8 [i] -15 [k] -24
[b] -—3 [d] -—10 [f] -3 [h] -8 [i] — 24 [1] -—67

2. ;Cuél es el opuesto de cada entero?
a3 e} 10 fel==4x gkt k] 17 [k] —89.376 [m] —1.000.000
[b]7:. ‘[d] 100 - [f] =8¢ [h] 799 [i] 5387 [1] 10.000 [n] 10.000.001

Figura 35. Ejercicios propuestos

Las propiedades de los numeros se enuncian en la siguiente secciobn denominada

adiciéon de enteros.

4.2.1.1 Obstéaculos a partir del analisis

En el andlisis realizado se logran visualizar algunos de los siguientes obstaculos

gue se enunciaron en el capitulo 2.

e Uso de modelos concretos: Este obstaculo hace referencia a que algunos
modelos permiten contextualizar el uso de los nimeros enteros negativos,

justifican la estructura aditiva, pero no la multiplicativa, convirtiéndose en un
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obstaculo para el aprendizaje. Este caso se presenta en el libro de texto
cuando hace énfasis en el uso del termdémetro como si al parecer fuera el
tnico modelo en el que se utilizan dichos nameros, que no solo se presenta
como ejemplo sino en las actividades, como se puede evidenciar en la

siguiente figura:

T T (=o' T =

3. En el ecuador de Marte, la temperatura 290
durante el dia puede llegar hasta 29°C :
(Centigrados). De noche, la temperatura 0° scuador
puede bajar hasta 87°C bajo cero. Seleccione
un entero para describir la temperatura Pk

nocturna. ;Cuél es el opuesto de este entero?

Figura 36. Obstaculo: Uso de modelos concretos

e Identificacién de los simbolos literales con nimeros positivos: Este obstaculo
corresponde a la idea de que los estudiantes no admiten que « a >» puede
representar un numero negativo y <« —a >» un numero positivo. El libro
presenta que para indicar el opuesto de cualquier nUmero entero, se escribe
—n Yy el opuesto de un nimero negativo se representa como _ — n, haciendo
alusion a un numero entero positivo. No se hace explicito el uso del
paréntesis y el tratamiento de considerar un nimero « a > como un ndmero
positivo es un generador del obstaculo como se presenta en la siguiente

figura, en uno de los ejercicios propuestos:

al -5

b] -73

Figura 37. Obstaculo: Identificacién de los simbolos literales con niimeros positivos
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En ambos casos se presenta la exclusién del uso del paréntesis para indicar el

opuesto de un numero entero negativo, lo ideal y para evitar el obstaculo seria

presentarlo: —(—=5) =5

e La aritmética practica. Lo real como obstaculo: Como ya se menciond, el

libro hace énfasis en que un nimero entero negativo es el opuesto de un

numero positivo y la contextualizacion se basa en el uso del termémetro,

aspecto causante del obstaculo, pues se presenta como si fuera el Gnico

medio en el que se utilizan los numeros enteros negativos. No se amplia el

contexto y tampoco se presentan otros aspectos de la vida real que den

sentido al conjunto numeérico.

4.2.2 Aplicaciéon de la rejilla para el texto: Fundamentos de Matematica
Superior Moderna (1977)

Sistemas de Verbal Grafico Simbélico
representacion
Estructura Ca| Me| Or| Op| Ca| Me| Or| Op| Ca| Me| Or| Op
conceptual-
Procedimental
Contextos
numeéricos
Hechos X X
Conceptos X
Estructuras
Destrezas X X
Razonamientos X

Tabla 9. Aplicacién rejilla de analisis del libro: Fundamentos de Matematica Superior

Moderna
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El concepto de nimero entero negativo es presentado en la unidad Ill en la pagina
62, dicha unidad se denomina conjuntos numéricos. Primero se hace una
introduccién con respecto a los conjuntos en cuanto a su definicion, como una idea
abstracta y universal, aludiendo a que en las matematicas los diferentes problemas
siempre responden a un resultado concreto o cantidad mensurable: el namero.
Admite ademas que la resolucién de cualquier ecuacion algebraica es un conjunto

numeéerico.

Para introducir los conjuntos numeéricos, el libro inicia con el conjunto de los
nameros naturales, definiéndolos como la operacion de contar objetos tangibles
como 1,2,3,4,5, ... si tener en cuenta el niumero cero. Ademas, se explica también
que al nifio se le ensefia a sumar, restar, multiplicar y dividir pares de estos
nameros, sin embargo para introducir el concepto de niumero entero lo hace desde
un sistema de representacién verbal cuyo significado del nimero es de tipo

operacional, como se puede ver en la siguiente figura:

C )
T
i
LN

!
™
i
—

Figura 38. Contexto operacional del niUmero entero

De acuerdo a la anterior figura se puede inferir que los niameros enteros seran
presentados como la necesidad de ampliar el conjunto de los nUmeros naturales.
En la primera operacibn 3 —3 =? se obtiene como el resultado el nimero cero,
mientras que en la segunda 3 — 5 =7? el resultado adquiere un valor negativo que
es —2. Ademas se establece que estas igualdades hacen alusién a un contexto
algebraico, ligado a la resolucion de ecuaciones lineales, en donde la variable a

despejar es sustituida por el signo de interrogacion.

La presentacion del concepto de numero entero se hace desde la ampliacion del
conjunto de los numeros naturales que dan respuesta a las operaciones que se

establecieron en el parrafo anterior, se define al conjunto como el conformado por
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el subconjunto de los nimeros naturales, el subconjunto {0} y el subconjunto de los
ndmeros negativos. Ademas se presenta como una sucesion ilimite’” y las
notaciones, es decir, los simbolos son presentados en un sistema de

representacion simbodlico, como se muestra en la siguiente figura:

3.3 Nameros enteros. (Z) Las respuestas a estos interrogantes nos
llevaron a admitir un conjunto aiin més amplio que el de los niime-
ros naturales: el conjunto de los niimeros enteros que abarca los

subconjuntos de los niimeros naturales, el subconjunto { 0 } y el
subconjunto de los nimeros negativos, la sucesion ilimite:

betimidend, =100 28, 5 ¢

es el conjunto de los nimeros enteros.

Figura 39. Definicién de nimero entero

A partir de la figura se puede verificar que se combinan dos sistemas de
representacion para definir a los nimeros enteros, por un lado se utiliza el verbal y
por el otro el grafico, ademéas se designa a Z como el simbolo representante del
conjunto numérico. No se presenta a los nimeros negativos como los opuestos a

los positivos, pero se hace alusion a una relacion de orden a partir de la sucesion.

Las destrezas se evidencian en un sistema de representacion verbal al presentar al
conjunto de modo operacional a través de la sustraccion como un algoritmo para
dar respuesta a operaciones que en los nimeros naturales no tienen solucién. El
orden de magnitud de los numeros es otro de los elementos que hacen dar

significado al nimero entero negativo.

El razonamiento se presenta de manera verbal aludiendo al concepto de namero
negativo en un contexto de tipo ordinal, expuesto por un lado de manera figurativa,
es decir, la estructura se representa en la relacion de orden y por el otro de manera

inductiva puesto que a partir de la gréfica se pueden determinar las regularidades

' Se define una sucesioén ilimite como aquella que no presenta un término finito de elementos.
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numéricas, en especial las concernientes a la posicion de los nameros y los

simbolos que los diferencian positivos de negativos:

(5210123 ]

Figura 40. NUmero negativo de manera figurativa e inductiva

En el libro no se contextualiza el concepto de niumero negativo, es decir, no se
hace una relacién de éste con situaciones de la vida real, en el campo en el que es
reconocido su uso es de tipo algebraico. No se presentan propiedades numeéricas
ni un acercamiento a la estructura de los enteros, es decir, como clases de

equivalencia o una construccién de tipo formal del conjunto numérico.

El libro no presenta mas aspectos de tipo definicion o relacidon con el contexto de
los estudiantes, seguido a este conjunto numérico de los enteros, se presenta al
conjunto de los racionales, posteriormente los numeros reales y finalmente los

nameros complejos, para afirmar que todo nimero es un niumero complejo.

De acuerdo a lo anterior, el libro presenta las propiedades de los numeros
complejos y de los numeros reales, pero no de los enteros. Mas adelante se
presenta una particularidad del conjunto de los nimeros enteros, como la clase de
residuos de los enteros modulo m, definido como un conjunto finito formado por los
residuos que resultan, al dividir los enteros por el médulo m, ofreciendo diversidad

de ejemplos relacionados con clases residuales.

También se presenta la definicion de anillo conmutativo, determinado por un
conjunto indefinido de por lo menos dos elementos y dos operaciones binarias
indefinidas, ligando a los numeros enteros como un anillo conmutativo con

elemento unidad como se puede ver a continuacion:
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Si, ademds, existe un elemento de identidad para la multiplica-
cion, hablamos. entonces, de un anillo conmutativo con elemento
unidad.

Los siguientes son ejemplos de anillos con elemento unidad: el
conjunto de nimeros reales, el conjunto de nimeros enteros, la
clase de residuo, mod. m, cualquier campo.

El conjunto de nimeros enteros pares es un ejemplo de anillo
conmutativo sin elemento unidad.

Figura 41. Nameros enteros como anillo

Con lo anterior culmina la unidad Il presentando al final una serie de ejercicios que
involucran resolucion de ecuaciones Yy verificacion de propiedades y de
operaciones tanto de numeros reales como de numeros complejos. Es evidente
gue no se hace explicito las operaciones con nimeros enteros y mucho menos una

conceptualizacion mas amplia.

4221 Obstaculos en el liboro Fundamentos de Mateméatica
Superior Moderna (1977)

Como se pudo observar, el libro de texto no presenta una contextualizacion del
concepto de numero entero negativo, se trabaja el concepto de manera en que el
significado que se le otorga al niumero es de tipo ordinal, se pueden encontrar los

siguientes obstaculos que dificultan la ensefianza y aprendizaje:

e La sustraccion como disminucién: Este obstaculo se evidencia cuando el
libro presenta la operaciéon 3 —5=7? , haciendo alusion a presentar la
definicion formal a — b = c si y solo sia = b + ¢, conllevando a confundir el
signo (—) de la sustraccion con el signo (—) de numero entero negativo que
luego es presentado de manera ordinal, como una posicion que se ubica a la

izquierda del cero, tal y como se presenta en la siguiente figura:

112

——
| —



& -
i
-

J-

Figura 42. Obstaculo: La sustraccion como disminucion

La identificacion de los simbolos literales con numeros positivos: Este
obstaculo epistemolégico hace referencia a que los nimeros negativos son
aquellos que estan precedidos del signo (—), es decir, —x es un numero
entero negativo, mientras que x representa un nimero positivo. Este hecho
genera que los estudiantes no admitan por ejemplo x puede representar un

namero negativo, caso que no se expone en el libro de texto.

Lo formal como obstaculo: El concepto de nimero negativo se presenta en
el libro de texto reducido a un formalismo vacio, es decir, se definen como
los nimeros que ocupan una posicion con el signo (—), no se contextualiza
el uso y queda plasmado como si la Unica razén de emplear los nameros
enteros negativos sea el contexto algebraico, ligado a la resolucién de

ecuaciones lineales.

El orden entre los negativos es el mismo que el orden natural: Presentar la
secuencia de que los naturales van aumentando a medida que se alejan del
cero y trasladar dicha secuencia a los negativos es un generador del
obstaculo. El libro ensefa solo el orden posicional de los nimeros enteros,
como una sucesion ilimite, permitiendo admitir que, por ejemplo 2 > 1 y por
ende —2 > —1. No se hace explicito la relacion de orden en el conjunto

numeérico ni se profundiza en éste.
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4.3 Contraste entre los libros analizados de la Matematica Moderna

A partir de los andlisis presentados en los dos libros de la Matemética Moderna, se
pueden establecer las siguientes comparaciones, no sin antes recordar el nombre y
las fechas de los libros y las convenciones que se utilizaran para hacer mencion a
cada uno de ellos:
e Libro 1: Serie Matematica Moderna Il (1972). Editorial: Norma
e Libro 2: Fundamentos de Matematica Superior Moderna (1977).Editorial :
Bedout

El concepto de numero entero negativo en los dos libros presenta grandes cambios
y variaciones, incluso los libros de la reforma no tienen algun parecido en cuanto al

tratamiento de la definicion que se le da al concepto de niumero entero negativo.

En el libro 1, los nUmeros enteros negativos son presentados en primera instancia
en la recta numérica haciendo la distincién entre los enteros positivos o numeros
cardinales sin el cero y los negativos como la correspondencia de puntos colocados
a la izquierda del cero, posteriormente se presenta como los nimeros opuestos a
los nUmeros enteros positivos, tomando como punto de apoyo la recta numérica

como sistema de representacion grafico.

En el libro 2, se definen los numeros enteros como los conformados por el
subconjunto de los nimeros naturales, el subconjunto {0} y el subconjunto de los
numeros negativos, presentados como una sucesion ilimite. El contexto en el que
surge la necesidad de éstos numeros es un contexto algebraico en la resolucion de
ecuaciones lineales. No se presentan como los opuestos a los enteros positivos, ni

se expone la recta numeérica como sistema de representacion.

A continuacion se presenta el siguiente esquema que sintetiza las variaciones y la
secuencia que se establece en los libros de texto en cuanto a la presentacion del

concepto de numero entero negativo:
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NUumeros negativos
como opuestos a los
enteros positivos

NUmeros negativos
en la recta numérica

Esquema 4. Secuencia del concepto de entero negativo en el libro 1

Como se puede ver en el esquema el concepto de numero al que se hace alusiéon
en el libro 1, es de tipo ordinal, pues se establece una relacion de correspondencia
de puntos colocados a la izquierda del cero identificados como los numeros
negativos en la recta numeérica, caso contrario ocurre en el libro 2 que introduce el
concepto de numero entero negativo desde un contexto numérico de tipo
operacional. En el siguiente esquema se presenta la secuencia y el estatus que se

le brinda al concepto:

NUmeros negativos
como sucesion
ilimite

NUmeros negativos
en la resolucién de
ecuaciones lineales.

Esquema 5. Secuencia del nimero entero negativo en el libro 2

Como se puede observar, en el libro 2 se introduce los nimeros negativos de
manera algebraica, cuyo concepto de numero hace alusion al tipo operacional, para
dar soluciones negativas a ecuaciones en el campo de la aritmética que no tienen

como conjunto solucion a los numeros naturales.

Es evidente la diferencia que se da a la definicion del concepto de niamero entero
negativo en los dos libros, incluso ambos libros a pesar de pertenecer a la Reforma
de las Mateméticas Modernas, tienen diferentes enfoques y maneras de introducir
los nimeros negativos y el concepto de numero es diferente para el estatus en

cada uno de los libros de texto.
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Un indicador que se puede establecer es que el libro 1 pertenece al afio 1972,
mientras que el libro 2 es del afio 1977 periodo en el cual ya se encuentra vigente
el Decreto 080 de 1974, que legaliza la Reforma de la Matemética Moderna, y por

ello, el uso del algebra para introducir los nGmeros enteros negativos.

El sistema de representacion que utiliza el libro 1 es sin duda alguna el grafico,
pues toma como referencia la recta numérica para hacer la distincién entre los
nameros negativos y los positivos, mientras que en libro 2 se hace uso de la

denominada sucesion ilimite.

Por otro lado, la contextualizacién que se otorga al nUmero negativo es escasa, sin
embargo en el libro 1 se hace correspondencia de este concepto en situaciones
relacionadas con el uso del termémetro y enunciados que aluden a las ganancias y
pérdidas. El libro 2 por su parte no menciona ningun aspecto que contextualice al

conjunto numerico de los enteros negativos.

En cuanto a los obstaculos presentes en ambos libros se logra percibir la similitud
del obstaculo: la identificacién de simbolos literales con nameros positivos, en el
libro 1 por ejemplo, este obstaculo se visualiza en considerar un nimero «< a >
como un numero positivo, y el opuesto de un nimero negativo representado como
_—mn, sin considerar el uso del paréntesis y que cualquier nimero « a > puede
incluso sin el signo (—) representar un numero negativo, mientras que el libro 2, el

numero negativo se simboliza por el signo (—).

En el siguiente item se presenta la aplicacion de la rejilla de analisis para los libros
de texto del periodo de la matemética actual, considerando la rejilla propuesta y las
dimensiones histoérica, epistemologica y matematica, que sirven como referente

para el respectivo analisis.

Los libros seleccionados son de los afios 2006 y 2010, de manera que permitan
visualizar posibles cambios bajo la misma reforma educativa , y asi mismo poder

encontrar la forma en que es definido el concepto de niamero entero negativo.
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4.4  Aplicacion de larejilla para los textos de la mateméatica actual

4.4.1 Aplicacion rejilla de analisis para el texto: Conexiones
Matematicas 7 (2006)
Sistemas de Verbal Gréfico Simbélico
representacion
Estructura Ca| Me| Or| Op| Ca| Me| Or| Op| Ca| Me| Or| Op
conceptual-
Procedimental
Contextos
numeéricos
Hechos X X
Conceptos X X X
Estructuras
Destrezas X X X
Razonamientos X

Tabla 10. Aplicacion rejilla de andlisis para el texto Conexiones Matematicas 7 (2006)

Recordemos en primera instancia que el concepto de nidmero entero se presenta
en la unidad | del libro de texto, denominada nameros enteros. Iniciando con los
nameros relativos, valor absoluto, orden en los enteros y por dltimo la
representacion de coordenadas en el plano cartesiano. Cada uno de estos
contenidos son presentados en temas. Ademas el libro hace explicito el tipo de

pensamiento que se trabajara en la unidad el cual es el pensamiento numeérico.

Inicialmente se hacen explicitos los estandares que seran desarrollados en la
unidad y los procesos asociados, los cuales son; conexiones, comunicacion,
razonamiento logico y resolucién de problemas, luego se hace una introduccién en
la seccién denominada prepérate, con dos ejercicios que movilizan intuitivamente el
concepto de numero entero, presentando relaciones de orden, en cuanto a la

longitud de algunos rios de Colombia, ligando el concepto de numero en un
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contexto de medida, y puntos de referencia en relacién con diferentes situaciones
como el afio de invencién del reloj mecanico y el reloj digital, tal y como se presenta

en la siguiente figura:

Preparate

1. El reloj mecénico se invent6 en el afio 1300

Bl 0 s 0 0 Gt
y el reloj digital en 1970. Segun la informa- R e

cién, responde: Magdalena NN 1533 km

a. jcudl de los dos tiene mas afos de in- | [Atrato GRS 750 km
ventado? Meta BT 1046 km

b. Con relacion al afio 1635, jcuédntos aios Sanjuan [N 380 km

antes.o después inventaron el reloj digi-

3 i Tabla 1.1
tal y el reloj mecdnico?

3 5 ; a. jCual rio es mds | i ?
c. ;Cuantos afos separan a 1900 de la in- dh-ua 5:mas largo que el rio Meta

venci6n del reloj mecdnico? b. ;Cudl es la diferencia de longitudes en-
tre los rios Magdalena y Atrato respecto
al rio Meta?
2. Latabla 1.1 representa la longitud de algunos
rios colombianos; analizala y responde las ¢. Ordena los rios, segin la longitud, de
preguntas. menor a mayor.

N

Figura 43. Actividad introductoria de nimero entero

A partir de lo anterior, en el tema 1 que se denomina : los nimeros relativos, se
hace el primer acercamiento de contextualizacion al numero entero, como la
ubicacion de un punto de referencia, presentando en un sistema de representacion
verbal la definicion de numero relativo, ademas se evidencia que los hechos
(términos y notaciones) son presentados de manera verbal y el concepto de
namero es de tipo ordinal , al establecer las diferentes expresiones que se usan

para hacer referencia al nimero relativo, como se puede ver en la siguiente figura:
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La ubicacién de un punto de referencia da lugar a la
determinacion de los niimeros relativos.

Los ndmeros relativos sintetizan el uso de expresiones como: antes, des-
pués; menos que, mds que; por debajo de, por encima de; a la izquierda de,
a la derecha de; deudas, ganancias.

Para escribir nimeros relativos, utilizamos notaciones como:

-2, +3, -200, +200, -6, -12, +13.

Figura 44. Nimero negativo como namero relativo

En la figura anterior se establece la simbologia o las notaciones —2, +3,—-200, para
indicar la posicion del ndmero en una situacion determinada en relacién con un
punto de referencia para poder establecer las diferentes expresiones, como mas

gue, menos que, por debajo que, entre otros.

En el tema 2 denominado: de los numeros relativos a los nimeros enteros, se
efectda una definicién formal del concepto, no sin antes presentar un ejemplo que
contextualiza el uso de los niumeros negativos relacionandolos con el control del

peso, como se presenta en la siguiente figura:

El entrenador del equipo de fiitbol realizd el control de peso de 10 de sus jugado-
res. El peso ideal es 73 kg. Después escribi6 la informacion en la tabla 1.5.

kg de mds o de menos NN PRI KN P ool o o o

Tabla 1.5

Los néimeros negativos indican un peso menor al ideal; los positivos indi-
can un sobrepeso y el cero corresponde al jugador que tiene el peso ideal.

Figura 45. Contextualizacion a los numeros enteros




Se define de manera verbal el conjunto de los niUmeros enteros, representado por
el simbolo Z y como el conformado por la unién de los niumeros negativos, los
nameros positivos y el cero. Ademas de usar el sistema de representacion verbal
también se hace alusion a la recta numérica, es decir, al sistema de representacion
gréafico, que involucra el concepto de niumero en un contexto ordinal, haciendo la

distincion de los negativos y los positivos, como se puede ver en la siguiente figura:

El conjunto de nimeros negativos unido con el conjunto de
nameros positivos y el cero forman el conjunto de los nime-
ros enteros, que representamos con la letra Z.

Z={...—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3, 4, ...}

Usualmente, representamos los niimeros enteros sobre una recta horizon-
tal. En ella, escogemos un punto para ubicar el cero; luego, tomamos una

unidad cualquiera como referencia y ubicamos los enteros positivos (Z*+) a

la derecha, y los enteros negativos (Z-) a la izquierda, como se muestra en
la figura 1.4.

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 43 +4 +5 +6

Enteros negativos (Z7) Cero Enteros positivos (Z")

Figura 46. Definicion de numero entero

El libro no solo presenta de manera grafica la ubicacion de los nUmeros negativos,
como los que encuentran a la izquierda del cero, también utiliza la recta numérica
para hacer desplazamientos sobre ella y establecer que los nimeros que estan a la
misma distancia de cero y tienen signos diferentes son opuestos, indicando que el

opuesto de un numero a es (—a).

El significado de nimero al que se alude es de tipo operacional, pues al realizar
desplazamientos se estan haciendo transformaciones del objeto y permite
establecer relaciones de comparacion, en este caso, los niumeros opuestos, tal y

como se aprecia en la siguiente figura:
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En la figura 1.5, hemos representado con flechas la distancia de algunos
numeros al cero; pares de nimeros como — 2y + 2, — 4 y + 4 estdn a la
misma distancia de cero, pero poseen diferente signo.

-4 -4
/N /Z_\
-4 -3 =2 -1 0 +1 +2 43 +4

Los nimeros que estdn a la misma distancia de cero y que tienen signos
diferentes se llaman opuestos. El opuesto de un ndmero entero a se repre-
senta como (- a).

Figura 47. Nimeros negativos como nimeros opuestos

A partir de la figura se puede establecer el estatus que se le otorga al niUmero
negativo, de un significado de opuesto de un niamero entero cualquiera a. En este
sentido las destrezas son presentadas en el orden de magnitud de un namero, a

los que se le atribuye un sentido opuesto representado con el simbolo —a.

Mas adelante, el libro presenta en el tema 3 el valor absoluto de un nimero entero,
expuesto como la distancia que separa al numero del cero en la recta numérica. Es
evidente el uso que hace el libro de texto de la recta numérica para presentar por
un lado el opuesto de un numero y por el otro el desplazamiento de cantidades
positivas y negativas para determinar que el valor absoluto de dos niumeros enteros

opuestos es el mismo.

Es sobre la recta numérica en la que se puede verificar que el valor absoluto de
cada par de niUmeros opuestos es el mismo, y esto se hace con el objetivo de que
en el siguiente tema se pueda establecer la relacion de orden de los numeros
enteros. El valor absoluto de un nimero entero se puede evidenciar en la siguiente

figura:
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El valor absoluto de un nimero es la distancia que separa al
ndmero del punto O en la recta numérica. Se denota escri-

biendo el nidmero entre dos barras verticales: | |.

El valor absoluto de dos nimeros opuestos siempre es el mismo.

Sobre la recta numérica, podemos verificar que el valor absoluto de cada
par de nimeros opuestos es siempre el mismo. Veamos la figura 1.7.

5 5 | 45| o
[+2]| =5

5

- + 5 >

SRl S B 5F 1 . 0 41 42 43 +4 4546 .1 =5|

Il

Figura 48. Valor absoluto de un nimero entero

En la pagina 18 del libro de texto, se presenta el tema 4, el cual se denomina orden
de los numeros enteros, inicia con dos ejemplos en una representacion figural, por
un lado relacionando el uso de los numeros negativos y positivos con altitudes y
distancias, y por el otro, como posiciones que se encuentran a mayor y menor

distancia de un punto de referencia, asi como es presentado en la siguiente figura:

Por otra parte, en la figura 1.13, vemos 2 torres eléctricas, una caseta y un
operario. Ubiquemos las posiciones de cada uno sobre una recta horizontal.
Torre 1

éﬁ)rr(‘l
P — ¥ N

-2000 -1500 0 3000

=t0

o ;Cudl estd a mayor distancia respecto al operario?

e ;Cudl a menor distancia?

* Entre la caseta y la torre 1, jcudl estd mas cerca al operario?
De esta situacion, podemos establecer relaciones como:

-2000<0 - 1500 > - 2000 -2000 > - 3000

Figura 49. Relacién de orden en los enteros

A partir de lo anterior, se puede establecer la relacion de orden de los numeros

enteros, haciendo comparaciones que la recta numérica permite hacer a través de
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la ubicacion de puntos que distan cierta cantidad de unidades a la derecha y a la

izquierda del cero, llegando a la siguiente conclusion:

Al comparar niimeros enteros en una recta numérica vertical, es mayor el
entero que esta mas arriba. Si por el contrario, comparamos sobre una recta
horizontal, es mayor el entero que estd mas a la derecha.

En general, podemos afirmar que:

* Siun ndmero es positivo y el otro negativo, el ndmero en-
tero negativo es menor.

* Si los dos nimeros son positivos, es mayor aquel que se
ubica a la derecha del otro en la recta numérica.

* Silos dos nimeros son negativos, es menor el nimero que
esté a mayor distancia de cero.

Figura 50. Orden en los numeros enteros

Después de presentar esta afirmaciéon de la relacion de orden de los nimeros
enteros, el nimero entero negativo es definido como el nimero menor. Después se
presenta una serie de ejercicios enfocados a ordenar y justificar en la recta
numeérica algunos numeros y asi mismo se presentan pares de numeros a los que

se les debe si es mayor o menor que.

Por dltimo, el libro de texto en el tema 5 denominado coordenadas positivas y
negativas presenta el plano cartesiano como un medio que permite la ubicacion de
puntos cuyas coordenadas son pares de numeros enteros, y definiendo que en una
pareja ordenada, la abscisa y la ordenada constituyen las coordenadas de un

punto.

Es importante resaltar que el libro enfatiza al finalizar cada tema en el taller de
competencias que orientan al estudiante a la exploracién y resolucién de problemas
facilitando claridad cognitiva de cada tema trabajado, contextualizando el uso del

conjunto de los numeros enteros y en especial el de los enteros negativos.
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Al finalizar la unidad | el libro presenta la evaluacion de competencias que tiene

como directriz una serie de actividades para afianzar los logros propuestos en cada

tema, presentando preguntas tipo ICFES y dar paso a la unidad que corresponde a

las operaciones con nameros enteros.

4.4.1.1 Obstéaculos en el libro Conexiones Matematicas 7 (2006)

De acuerdo al analisis que se realizé al libro de texto se puede establecer que el

libro contextualiza el concepto que se trabaja en cada tema a partir de situaciones

problema que inducen a que el estudiante tenga una idea previa del concepto o la

tematica a explorar. A modo de sintesis se presenta la secuencia del concepto de

namero entero negativo:

Los numeros relativos

De los nimeros relativos a los nimeros enteros
Valor absoluto de un numero entero

Orden en los nimeros enteros

Coordenadas positivas y negativas.

Al analizar el estatus que se le otorga al nUmero entero negativo en los temas de la

unidad, se pueden establecer los siguientes obstaculos:

Modelo de ganancias y pérdidas. Segun Cid (2000), este obstaculo enfatiza
en que el presentar modelos concretos que contextualicen el uso de los
nameros enteros negativos en situaciones de ganancias y pérdidas,
explican sin duda alguna problemas de tipo aditivo, pero se convierte en
obstaculo para la estructura multiplicativa. En el libro no se presenta de
manera explicita un ejemplo de este tipo de situaciones, sin embargo se
presenta de manera verbal, es decir, se enuncia que los nimeros relativos
se utilizan en situaciones que se relacionan con deudas y ganancias, como

se puede observar en la siguiente figura:
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Lo ndmeros relativos sintetizan el uso de expresiones como: antes, des-
pués; menos que, mds que; por debajo de, por encima de; ala izquierda de,
a la derecha de; deudas, ganancias.

Figura 51. Obstaculo: Modelo de ganancias y pérdidas

Este obstaculo aunque no se hace presente en alguna situacién que plantee el libro
de texto, es enunciado como una expresion que puede aparecer en algun contexto

de algun problema o situaciones de la vida.

¢ |dentificacion de los simbolos literales con numeros positivos: Este
obstaculo epistemoldgico hace referencia a que los nameros negativos
tienen precedido un signo menos (—),es decir, —x, representando el
opuesto, sin admitir que por ejemplo un nimero entero x puede representar
un nimero negativo. Este obstaculo epistemolégico se puede evidenciar en

la siguiente figura:

Los ndmeros que estan a [a misma distancia de cero y que tienen signos
diferentes se llaman opuestos. El opuesto de un ndmero entero a se repre-
senta como (- a).

Figura 52. Obstéaculo: Identificacion de simbolos literales con nimeros positivos

Como se puede observar, el tratamiento que se le hace al nUmero entero negativo

es de caracterizarlo como un numero opuesto representado como —a .

e Cambios en la simbologia +a=a : Como su nombre lo indica este
obstaculo estd encaminado a que un namero positivo puede expresarse de
las dos maneras utilizando la simbologia +a 6 a como una igualdad de

expresiones, omitiendo como se enuncié en el obstaculo anterior que un
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namero a puede representar un numero negativo, como lo indican las

siguientes figuras:

Z:{ "41 '3r "2/ "11 01 1/ 2/ 3/ 4/ }

Figura 53. Conjunto de nimeros enteros

En esta figura se puede ver la secuencia que se utiliza para determinar el conjunto
de los nameros enteros, tomando a los enteros positivos como nimeros sin signo
(+), sin embargo el obstaculo se presenta cuando mas adelante se presentan los

nameros positivos con signo, como se presenta en la siguiente figura:

+ " . + + "
T T T T T T t t T >

-6 -5 -4 3 - +1 +2 43 +4 +5 +6

N+
|
|

~

(&)

Enteros negativos (Z7) Cero Enteros positivos (Z")

Figura 54. Obstaculo: Cambios en la simbologia

Es evidente el cambio en la simbologia que usa el libro de texto, primero establece
gue un namero positivo se representa sin la necesidad de estar precedido del signo
(+), para mas adelante exponerlo recurriendo al uso del signo. Segun Bruno, A.
(1997), el cambio en los simbolos o las reglas de los paréntesis son las causas de

las dificultades y obstaculos en el aprendizaje de los nUmeros negativos.

e El orden de los negativos es el mismo que el natural: La caracteristica de
este obstaculo radica en que los numeros positivos van aumentando a
medida que se alejan del cero u origen, trasladar esta secuencia a los
nameros negativos es un obstaculo que se genera al establecer que cuando

se comparan numero negativos sobre una recta horizontal, es mayor el
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entero que esta mas a la derecha, tal y como se presenta en la siguiente

figura:

Al comparar ndimeros enteros en una recta numerica vertical, es mayor e
entero que est mds arriba. Si por el contrario, comparamos sobre una recta
horizontal, es mayor el entero que estd més a la derecha.

Figura 55. Obstaculo: El orden de los negativos es el mismo que el natural

Como se puede observar el libro presenta de manera confusa el orden de los
enteros al indicar que el mayor entero es que estd mas a la derecha sin hacer
distincién entre positivos y negativos, para una mejor claridad cognitiva a los

estudiantes.

A pesar de que el libro de texto pertenece al afio 2006, es importante resaltar que
aun siguen presentes algunos obstaculos epistemoldgicos que tienden a generar
fallas en la comprension del concepto de nimero entero negativo. De esta manera,
este tipo de estudios historicos y epistemoldgicos en la practica docente son de

gran importancia y ayuda al momento de presentar un concepto matematico.

A continuacion se presenta la rejilla de analisis para el siguiente libro del afio 2010,

y posteriormente los obstaculos presentes en el mismo.

4.4.2 Aplicacion rejilla de analisis para el texto: Hipertexto Matematicas
7 (2010)

Recordemos que de este libro de texto se tomé la unidad | denominada numeros
enteros, presente en la pagina 10. En esta misma unidad se encuentran las
operaciones bajo el conjunto de nimeros enteros, caso que no sera objeto de
analisis. A continuacion se presenta la rejilla de aplicacion para el libro y los

obstaculos epistemologicos hallados.
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Sistemas de Verbal Gréfico Simbélico

representacion

Estructura Ca| Me| Or| Op| Ca| Me| Or| Op| Ca| Me| Or| Op
conceptual-
Procedimental

Contextos

numéricos
Hechos X X
Conceptos X X X
Estructuras
Destrezas X X

Razonamientos

X

Tabla 11. Aplicacion rejilla de analisis para el texto: Hipertexto Matematicas 7 (2010)

En este libro se presenta de manera introductoria un texto que relaciona la historia

con el concepto de nimero entero negativo, para después el estudiante responder

una serie de preguntas a partir del texto, el cual tiene que ver con el sistema de

numeracion de los incas, exactamente con los nudos del Quipu, que enfatiza en el

desconocimiento de los incas del niumero cero y de lo negativos, tal y como se

presenta en la siguiente figura:

Los incas no conocian el cero ni los numeros negativos.

Tomado de Matemditicas 4 ESO. Espana, Editorial Santillana.

- Enlalectura se describe un quipu. Consulta qué es y c6mo
se representan en él los nimeros.

- Escribe las operaciones que no podian resolver los incas,
debido a que no conocian el cero ni los nimeros negativos.

Figura 56. NUmeros enteros en los incas
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En primera instancia, se hace una contextualizacion del uso de los numeros
negativos, como una ampliacion del conjunto de los nimeros naturales. Se definen
en un contexto algebraico al no poder realizar dentro del conjunto de los naturales
operaciones como 8 — 11, aludiendo al concepto de numero en un contexto
operacional, presentando los hechos, es decir, los términos como los que hacen
referencia a los numeros negativos como los naturales precedidos del signo
menos. Ademas el libro define por separado a los numeros negativos, a los
nameros positivos para concluir con el conjunto de los nameros enteros, como se

puede evidenciar en la siguiente figura:

En el conjunto de los mimeros naturales N, no tiene sentido considerar restas tales
como 8 = 11,5 = 17,23 — 39; yaque, por ejemplo, la resta 8 — 11 significaria querer
quitar de un conjunto de ocho elementos un total de once elementos.

Por tal motivo, se hace necesaria la ampliacion del conjunto de los numeros, a otro
conjunto denominado conjunto de nimeros enteros, que se simboliza Z.

Figura 57. NUmeros negativos en un contexto operacional

Mas adelante, se presenta el concepto de numero entero negativo como los
ndameros que se encuentran ubicados a la izquierda del cero en la recta numérica,
utilizando evidentemente el sistema de representacion grafico, cuyo contexto

numeérico es de tipo ordinal, como lo indica la figura 58:

Enteros negativos Enteros positivos

Figura 58. Representacion gréafica de los enteros negativos
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En la pagina 13 del libro de texto, se presentan a los nimeros enteros como
representacion de puntos en el plano cartesiano, utilizando el sistema de
representacion gréfico para justificar que el signo de cada numero, depende del

cuadrante en el que se encuentre ubicado, como lo indica la siguiente figura

« Las cuatro regiones generadas por los dos ejes que dividen al plano son denomi-
nadas cuadrantes y se representan con los nimeros romanos I, I, III, IV.

Eje y

Cuadrante II | Cuadrante |

Eje x

Cuadrante III | Cuadrante IV

Figura 59. Numeros enteros en el plano cartesiano

El libro hace la explicacion de como ubicar los puntos en el plano cartesiano, el
cual se encuentra determinado por una pareja ordenada de numeros, distinguiendo
a la abscisa como la localizada en el eje x y la ordenada sobre el eje y. Ademas
enfatiza en que el signo de cada componente, en una pareja ordenada, depende

del cuadrante en el que esté ubicado el punto correspondiente.

El siguiente tema es denominado nameros opuestos, en el que se determina que
dos numeros enteros son opuestos si estan a la misma distancia de cero y tienen

diferente signo y lo hace mediante el uso de la recta numérica:

¢ puede decir que el ntimero ~7 s el opuesto del namero 7, y a su vez, que 7 ¢s ¢l

opuesto de =7,

Figura 60. NUmeros negativos como numeros opuestos
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De igual manera, se presenta el valor absoluto de un namero entero, como el
correspondiente al numero de unidades que separan a dicho niumero de cero, es

decir, a la distancia del nUmero respecto a cero.

El tema siguiente es denominado orden enZ, el cual establece que al comparar
dos numeros enteros ay b, se deben cumplir una y sélo una relacién de orden,

como se puede apreciar en la siguiente figura:

« a>b,aes mayor que b, si al representarlos en la recta numérica, a se encuentra

ala derecha de b.

A

b a

« a<b,aesmenorque b, sial representarlos gréficamente sobre la recta numérica,
a se encuentra ubicado a la izquierda de b.

il ™
<

Y

Y

a b

« a=b,aesigual ab,sial representarlos en la recta numérica, a a y b les corres-

ponde el mismo punto.
a

<
<

Y

b

Figura 61. Relacién de orden en los enteros

A partir de la figura, se puede establecer que se hace uso de la simbologia <,>, =
gue corresponden a los simbolos de menor que, mayor que o igual que para
relacionar parejas de numeros enteros. De igual manera, el libro presenta un
recuadro en el que justifica que para comparar pares dos nimeros enteros se
puede realizar dicha comparacion a partir de la recta numérica, afirmando que el

mayor entre dos enteros es el que se encuentra a la derecha del otro.

Es importante resaltar que el libro al terminar cada tema presenta una sesion
denominada actividades en el que se exponen ejercicios y problemas que se
enfocan en reforzar cada uno de los temas trabajados, para que el estudiante
pueda interpretar, razonar, reflexionar y desarrollar procesos matematicos. A

continuacion se presentaran los obstaculos en el libro de texto.
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4.4.2.1 Obstaculos en el libro Hipertexto Mateméticas 7 (2010)

A partir del andlisis se puede establecer que el libro no presenta aspectos de tipo
formal del concepto de niumero entero negativo, lo relevante es el uso constante de
la recta numérica para explicar la definicion del concepto aludiendo al contexto
numérico de tipo ordinal. De igual manera cuando se efectla la explicacion del

concepto se lograron encontrar los siguientes obstaculos epistemoldgicos:

e La sustraccion como disminucion: Este obstaculo hace referencia a que los
libros de texto asocian el signo menos (—) de la sustraccién con el signo
menos de numero entero negativo, presentando de manera formal la
definicibn a—b =csiysélosia=b+c. En este sentido, el libro para
introducir el conjunto de los nimeros enteros negativos alude a un contexto
algebraico para la resolucion de ecuaciones lineales que en los naturales no

tienen solucién. La siguiente figura presenta el obstaculo mencionado:

Fn el conunto de o ndmeros naurle N, o tenesenido consderr reststl
como8 - 11,5 17,23 - 39;yaque, por eemplo,la esta - 11 sigificara quere
quiarde un conjunto deocho elementos un toal de once elementos

Figura 62. Obstaculo: La sustraccion como disminucién

e Uso de modelos concretos: Los modelos concretos hacen referencia a las
formas en que se puede contextualizar el concepto. En este sentido el
modelo de ganancias y pérdidas justifican la estructura aditiva, pero se
convertira en obstaculo para la estructura multiplicativa. El libro presenta un

ejemplo en el que requiere el modelo mencionado:
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% Ejemplos
Simbolizar las siguientes situaciones mediante numeros enteros:
a. Un submarino se encuentra a 1.500 m de profundidad.

Como es una profundidad, se expresa mediante un entero negativo asi: —1.500.

b. Lalombriz Alvinella Pompejana puede sobrevivir a una temperatura de 105 °C.

Como es una temperatura mayor que cero se expresa como: +105.

c. La pérdida generada al vender un producto en $ 16.000, si fue comprado en
$ 19.500.

Como se perdi6 dinero, entonces, la cantidad se expresa como —3.500.

Figura 63. Obstaculo: Uso de modelos concretos

e Identificacibn de los simbolos literales con numeros positivos: Este
obstaculo epistemoldgico se evidencia al presentar a los nGmeros negativos
como los que estan precedidos de un signo menos (—), sin hacer explicito

que un ndmero a puede representar un nimero negativo 0 menor que cero:

Dos ndmeros enteros se laman puiestos siestan a la misma distancia de cero y tienen
@ifereme 5igno. Es aecir, el opuesto de a es =4,
\ J

Figura 64. Obstaculo: Simbolos literales con niumeros positivos

Es evidente que este libro de texto presenta menos obstaculos con respecto al
anterior, sin embargo, la semejanza radica en el obstaculo de identificar solo a los
nameros positivos como a y a los enteros negativos como los precedidos del signo

menos —a.
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4.5 Comparacion entre los libros analizados de la matematica actual

Los libros de texto de la matematica actual se referencian a modo de abreviatura

de la siguiente manera:

e Libro 3: Conexiones Mateméticas 7 (2006)

e Libro 4: Hipertexto Matematicas 7 (2010)

Es pertinente resaltar que ambos libros se ajustan a los Estandares de
Competencias, pues presentan el tipo de pensamiento que se trabaja durante la
unidad y los procesos, aunque son mas evidentes en el libro 3, ya que se hacen

explicitos y se argumenta cada uno aplicado al tema trabajado.

El libro 3 presenta problemas introductorios que contextualizan al estudiante con el
tema que se va a trabajar de los niUmeros enteros, por su parte el libro 4 no hace
este tipo de introducciones, aunque presenta aspectos historicos que relacionan

aportes importantes del concepto.

El libro 3 presenta mas ejemplos que facilitan la interpretaciéon del concepto de
namero entero negativo, dandole significado en diferentes situaciones y en cada
uno de los temas en los que se divide la unidad, para definir a los nimeros enteros
negativos. Mientras que el libro 4, el énfasis de contextualizacion lo hace en las
actividades destinadas para que el estudiante las desarrolle y asi mismo pueda

interpretar la utilidad del concepto.

En cuanto a los obstaculos la semejanza radica en el obstaculo denominado la
identificacién de simbolos literales con niumeros positivos, pues en ambos libros se
puede ver que el nimero negativo es aquel niumero precedido del signo menos, es
decir, —a, sin considerar por ejemplo que el nimero a puede representar un

namero menor que cero y no necesariamente un numero positivo.

El sistema de representacion gréfico se evidencia en el uso constante de la recta
numeérica para dar sentido y significado al conjunto de los niUmeros negativos, cuyo
contexto numérico es de tipo ordinal, pues cada punto en la recta representa un

ndmero entero.
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Ambos libros difieren en la forma de presentar el concepto de nimero negativo, en
el tratamiento y el estatus que se le otorga. En los siguientes esquemas se
presenta la manera secuencial que los libros de texto utilizan para la comprension y

ampliacion del concepto:

NUumeros NUmeros NUumeros Numeros
negativos |——>»| enterosen |—>»| negativos > negativos
como la recta como los como
relativos numérica menores coordenadas
gue cero de puntos en
en el plano
cartesiano

Esquema 6. Secuencia del concepto de nimero entero negativo en el libro 3

Como se puede observar en el anterior esquema, el libro 3 no presenta de manera
iinmediata el concepto, sino que ademas lo presenta de diferentes maneras y
proporcionando los diferentes significados que el nUmero entero puede representar,

caso contrario ocurre con el libro 4 como lo veremos en el siguiente esquema:

Numeros Numeros Ndmeros NUmeros
enterosen |__5| negativos | __o negativos como |5l negativos
la recta como los representacion como
numérica menores de puntos en el nimeros
que cero plano opuestos
cartesiano

Esquema 7. secuencialidad del nUmero entero negativo en el libro 4

A partir del esquema 7 se puede ver el estatus que el libro le adjudica al nUmero
entero negativo, donde inicia presentando una definicion formal en la recta

numérica y culmina con los nimeros negativos como nimeros opuestos.

A continuacion se presenta un cuadro comparativo que recoge de manera
sintetizada los andlisis de los libros analizados, es decir, los dos libros de la
Reforma de la Matematica Moderna y los dos libros de la matemética actual, para
establecer en ambos periodos las diferencias y/o semejanzas en la presentacion

del concepto.
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4.6 Cuadro comparativo de las aplicaciones de larejilla en ambos periodos

A partir de los respectivos analisis realizados en ambas reformas educativas, se
puede ver el cambio en la presentacion del concepto de nimero entero negativo,
incluso el libro previo a la reforma de las matematicas modernas, antes de entrar
en vigencia el Decreto 080 de 1974 que legaliza la Mateméatica Moderna en
Colombia, presenta grandes cambios, siendo el vinculo de transicion de una época
a otra. En primera instancia, se presenta una tabla que caracteriza el concepto de
namero entero negativo antes de la reforma en el libro de la SMSG, y luego otra
tabla durante la Reforma de las Matematicas Modernas y las matematicas actuales,

gue sintetiza el significado que se se le asocia al niUmero entero negativo:

Libro de la SMSG

Mateméticas Modernas para escuelas secundarias
(1970)

e Sentidos opuestos

o Desplazamientos en la recta numérica, para dar
solucién a operaciones

¢ En la recta numérica los numeros enteros negativos
son los menores que cero (nimeros inventados)

e NuUmeros negativos como numeros opuestos.

Tabla 12. Niumero negativo antes de la reforma de Matematica Moderna en Colombia

Antes de presentrar las variaciones en los libros de las Matematicas Modernas y
los de la matematica actual, recordemos la abreviatura que se considera para cada
libro de texto:

e Libro 1: Serie Matematica Moderna Il (1972). Ed. Norma

e Libro 2: Fundamentos de Matematica Superior Moderna (1977).Ed. Bedout

e Libro 3: Conexiones Matemaéticas 7 (2006). Ed. Norma

e Libro 4: Hipertexto Matematicas 7 (2010). Ed. Santillana.
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Caracterizacion del concepto de numero entero negativo

Periodo

Matematica Moderna

Matematica actual

Libro 1 (1972)

Libro 2 (1977)

Libro 3 (2006)

Libro 4 (2010)

Uso de la recta
numérica para dar
significado a los
enteros negativos
como los que se
encuentran a la
izquierda del cero.
NUmeros negativos
como los opuestos

a los positivos.

NUmeros

negativos

un contexto

algebraico.

NUmeros

negativos como

una

ilimite.

sucesion

en

Numeros
negativos  como

numeros relativos

Recta  numérica
para determinar
los negativos

como los que se
encuentran a la

izquierda del cero.

Numeros
negativos  como
menores que
cero.

NUmeros

negativos en el

plano cartesiano.

Uso de la recta
numérica para
indicar a los
nameros
negativos de
manera ordinal,
a la izquierda de
cero.

NuUmeros

negativos como

los nameros
menores que
cero.

NuUmeros

negativos como
representacion
de puntos en el
plano cartesiano.
Numeros
negativos como
ndameros

opuestos.

Tabla 13. Caracterizacion del nimero entero negativo en las reformas educativas

——

137

'




A partir de la tabla 12 y tabla 13, se puede determinar las diferentes formas en que
se aborda el concepto de numero entero negativo. En el libro de la SMSG el
concepto es presentado como numero inventado, partiendo de situaciones
problema que involucran la utilidad del nUmero en contextos de uso del termémetro
y modelos concretos como ganancias y pérdidas. La recta numérica es utilizada,
por un lado, para poder realizar desplazamientos y dar solucion a operaciones que
en los nameros naturales no tienen solucién, haciendo referencia a un contexto
algebraico que indica la necesidad del conjunto de numeros enteros negativos
como respuesta a dichas operaciones, por el otro, para poder determinar a los
nameros negativos como los menores que cero y como numeros opuestos a los

positivos.

A diferencia de lo anterior, en el libro 1 , no se requiere la recta numérica para dar
solucion a operaciones en los enteros, sino que es utilizada para indicar a los
negativos como los que se encuentran a la izquierda del cero y como numeros
opuestos. Lo interesante es que en el libro 2, al igual que en el de la SMSG el
namero negativo es presentado en un contexto algebraico, es decir, que posibilite

la opcion de dar solucion a operaciones gue en los naturales no son posibles.

El libro 2 solo presenta dos significados de los enteros negativos, introduciéndolo
en un contexto algebraico y como una sucesion ilimite, caso que no se expone en
ningun otro de los libros. La contextualizacion es poca y podria decirse que es
netamente matematica, es decir, no relaciona la utilidad del concepto con aspectos

de la vida.

Las variaciones entre los libros de la Matematica Moderna y los libros de la
matematica actual, parten del hecho de que es estos ultimos hacen mas énfasis en
la contextualizacion del concepto de entero negativo, y las formas de dar
significado son mas amplias que los anteriores textos, pues presentan de manera
semejante el concepto aunque en un orden diferente, permitiendo dar un panorama

de utilidad de los enteros negativos en el contexto real de los estudiantes.
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El libro 3 inicia con los numeros relativos, mientras que el libro 4, presenta de
manera inmediata al conjunto de los enteros negativos en la recta numeérica para
otorgarles el signicado de menores que cero y los ubicados a la izquierda del cero.
A diferencia de lo anterior, ambos libros utilizan el plano cartesiano para justificar a

los nimeros enteros como representacion de puntos de parejas ordenas.

Es evidente el sistema de representacion gréafico en todos los libros analizados, es
decir, la recta numérica como medio para poder determinar al entero negativo en
un contexto numeérico de tipo ordinal, sea para otorgarle el significado como los
menores que cero, como numeros opuestos o incluso para poder establecer
solucion a operaciones desde la solucion de ecuaciones lineales en un contexto

algebraico.

A continuacién se presenta una tabla q ue sintetiza los obstaculos presentes en los
libros de la matematica moderna y los libros de la matematica actual, para lograr
encontrar semenjanzas u obstaculos repetitivos en los textos, o por el contrario

diferencias de lo hallado:

Obstaculos en los libros analizados

Periodo

Matematica Moderna Matematica actual

Libro 1 (1972) Libro 2 (1977) Libro 3 (2006) Libro 4 (2010)

e Uso de modelos e La sustraccion Modelo de e La
concretos como ganancias y sustraccion

e Identificacién de disminucién pérdidas como
los simbolos e Identificacién Identificacion disminucién
literales con de los simbolos de los simbolos e Uso de
nameros literales con literales con modelos
positivos nameros nameros concretos

e lLa aritmética positivos positivos ¢ |dentificacion
practica. Lo real e Lo formal como Cambio en la de los

139

——

'




como obstaculo.

obstaculo

El orden de los
negativos es el
mismo que el
natural.

simbologia
+a=a
El orden de los

negativos es el

simbolos
literales con
ndmeros

positivos

mismo que el

natural.

Tabla 14. Sintesis de los obstaculos en los libros de las reformas educativas

De acuerdo con la tabla anterior, se pueden caracterizar los obstaculos
considerando la época y determinar la semejanza y diferencia entre cada uno de
los libros de textos. Analizando los obstaculos presentes en los libros de la
matematica moderna y los de la actual, se puede establecer que el obstaculo:
Identificacion de los simbolos literales con numeros positivos, es el comin en
ambos periodos. Esto indica que los libros van muy de la mano con la manera de
interepretar Euler a los numeros negativos, simbolizandolos con una letra
precedida del signo (—). Asi —x representa un nimero negativo y x representa un

namero positivo, sin tener en consideraciéon que x puede representar un namero
negativo y -x un numero positivo, idea que cuesta ser aceptada por parte de los

estudiantes, y por ende generador de obstaculo en el aprendizaje.

El libro 2 de la matemética moderna y el libro 3 de la actual se cacraterizan por
compartir el obstaculo: ElI orden de los negativos es el mismo que el de los
nameros naturales. Este obstaculo indica que trasladar la secuencia de que los
ndameros positivos van aumentando a medida que se alejan del cero, a los nimeros
negativos es un obstaculo que mas adelante puede generar dificultades en el
aprendizaje cuando este puesta en accion, que por ejemplo, el cuadrado de una
cantidad menor es mayor que el cuadrado de una cantidad mayor, colisionando con

la idea de que el nimero se relaciona con la cantidad.
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El libro 2 y el libro 4, tienen en comun el obstaculo: La sustraccibn como
disminucién, obstaculo que indica que el signo (—) del numero entero negativo,

estd asociado con la sustraccidn, identificada con la accion de quitar.

Dentro del periodo de la matemética actual se puede evidenciar que los libros 3y 4
presentan semejanza en el obstaculo: Modelo de ganancias y pérdidas y uso de
modelos concretos, ambos estan relacionados puesto que son modelos que estan
siendo utilizados con el objeto de contextualizar la utilidad y la relacion de los
enteros negativos en situaciones de la vida, aunque ambos modelos justifican la
estructura aditiva, pero son generadores de obstaculos en el sentido de que no

justifican la estructutura multiplicativa.

Es importante resaltar que el libro 4 presenta menor cantidad de obstaculos, lo que
podria considerarse como un indice de que al menos se puede, evitar de manera
parcial, obstaculos en el aprendizaje de los enteros negativos. Sin embargo, al ser
periodos tan amplios, desde la Reforma de la Matematica Moderna hasta la actual,
se puede pensar que la falta conocimiento acerca de los obstaculos histéricos y
epistemologicos asociados al concepto de numero entero, no se estan
considerando a pesar de ser un concepto que sigue siendo objeto de discusion.

Para terminar, en el siguiente capitulo se presentan las conclusiones finales del
trabajo que trae aportes a la Educacién Matemética acerca de considerar este tipo
de estudios historicos y epistemolégicos de un concepto en matematicas para el

momento de trabajarlo o ensefiarlo en el aula de clase.
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CONCLUSIONES GENERALES DEL TRABAJO

A partir de este trabajo se puede determinar que los estudios historicos y
epistemoldgicos de conceptos matematicos, ofrece al campo de la
Educacion Matematica aportes significativos, pues un docente al tener
conocimiento acerca de la construccién tedrica y formalista de un concepto
genera mejoras en la préctica educativa, ampliando el panorama al docente
de prever las posibles dificultades a las que el estudiante se puede enfrentar
cuando esté aprediendo un nuevo conocimiento.

Los libros de texto son una herramienta de gran utilidad tanto para el
docente como para el estudiante, pero es el docente quien debe jugar un
papel activo en la seleccion, pues no debe limitarse a lo que presenta el
texto, por el contrario, debe generar estrategias de planeacion para
fortalecer el proceso de ensefianza y aprendizaje, y son los aspectos
histéricos y epistemoldgicos los que son de gran ayuda para dicha tarea.

El concepto de numero ha estado ligado con aspectos de tipo de medicion y
de cantidad. La historia indica que el niumero y su utilizacion surge en
primera instancia como ordinal, pues los antepasados necesitaban dar un
orden de jerarquia en sus ceremonias, luego aparece la necesidad de contar
0 medir magnitudes para representar conjuntos de elementos o particiones
de tierra, sin embargo esta idea colisiona con la aparicion del numero
negativo.

Son los chinos a quienes se les atribuye la idea intuitiva del uso de los
nimeros negativos, pues involucran no solo representaciones positivas de
los nimeros, sino que establecen una manera de atribuir significado a los
negativos, a través de una barra diagonal que hacia referencia a la
negatividad, utilizado en contextos de compras o ventas, logrando articular el
objeto matematico con la realidad cotidiana.

En un contexto algebraico los nimeros negativos aparecen como solucién a
ecuaciones, de ahi el nombre de negatividad, puesto que para muchos

matematicos soélo se admitian raices positivas de las ecuaciones, las
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negativas solo expresaban valores negados y no tendrian significado,
ademas de no lograr encontrar un vinculo directo con la realidad fisica.

En la indagacion historica, se pudo observar algunos obstaculos
epistemoldgicos que surgieron a partir de de la evolucidén histérica del
namero entero negativo, dichos obstaculos giran, por un lado ,en torno a las
necesidades de su uso en la resolucion de ecuaciones lineales y, por el otro
a la ambigiiedad de considerar cantidades que debian unificarse en la recta
real, ya que pasar de un cero absoluto a un cero que significaba ausencia de
cantidad de magnitud gener6 en los matematicos grandes reacciones, al no
considerar cantidades que fueran menos que nada.

Este trabajo permite tomar conciencia acerca de lo que se ensefia y cOmo se
ensefia el concepto de nimero entero negativo. La ensefianza y aprendizaje
de los numeros enteros negativos bajo la perspectiva de los obstaculos
histéricos y epistemoldgicos, conlleva a evitar conflictos en la comprension
del concepto, pues en muchas ocasiones los niameros negativos se han
visto a un formalismo vacio que no genera apropiacion y utilidad dentro de la
vida cotidiana.

Es importante como futuro docente tener conocimiento de la construccion
formal de los numeros enteros, pues no se trata de impartir dentro de las
clases definiciones abstractas y sin sentido, sino encontrar en ellas
apropiacién de relaciones que pueden determinar vias de acceso para
ensefar el conjunto de los numeros enteros negativos.

En los libros de la Reforma de la Matematica Moderna no se hace una
contextualizacion profunda del concepto de numero entero negativo,
presentandolo en la recta numérica como los menores que cero y como una
sucesion ilimite,ademas como anillo conmutativo y clases residuales,
elementos que son propios del algebra y que determinan las caracteristicas
propias de la Reforma, cuyo eje central era la estructura algebraica, la
topoldgica y la de orden.

El uso del termdémetro y el modelo de ganancias y pérdidas, en la Reforma

de la Matemética Moderna, es la Unica asociacion que relaciona el concepto
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de numero entero negativo con el contexto real, que también es comun en
los dos libros de la matematica actual, modelos concretos generadores de
obstaculos para su comprension, pues justifican la estructura aditiva pero no
la multiplicativa del conjunto numérico.

El obstaculo identificacién de los simbolos literales con nimeros positivos es
el obstaculo que es comun en los libros analizados de las dos reformas
educativas,al establecer que los nimeros negativos se simbolizan con una
letra precedida del signo (—). En este caso —x representa un numero
negativo y x representa un numero positivo, sin considerar que x , puede,
incluso representar un namero negativo. Es tarea del docente prever este
tipo de obstaculos, pues es un obstaculo vigente al que hay que evitar de
manera parcial.

Se logra ver un avance significativo en cuanto a la caracterizacion del
numero entero negativo, pues en la Reforma de la Matematica Moderna solo
se presenta el concepto de manera algebraica en la solucién de ecuaciones
lineales, como los numeros opuestos a los positivos y como los numeros que
se encuentran a la izquierda del cero. Mientras que en los libros de la
Matematica actual, se abandona el contexto algebraico y la presentacion del
concepto alude al tratamiento de una secuencialidad abordando los nimeros
negativos como numeros relativos, como los nimeros menores que cero,
como nameros opuestos y como la representacion de puntos en el plano
cartesiano, permitiendo ampliar una contextualizacion para la ensefianza y
aprendizaje.

Es evidente la diferencia que se presenta en la definicién del nimero entero
negativo en la Reforma de la Mateméatica Moderna, pues los dos libros a
pesar de pertenecer al periodo de la reforma, introducen el concepto de
manera muy distinta. En el libro de 1972 se presenta primero los numeros
negativos en la recta numérica y posteriormente, como los numeros
opuestos a los enteros positivos. Mientras que en el libro de 1977, surge el
contexto algebraico para incorporar a los nimeros negativos a partir de la

resolucién de ecuaciones lineales, para después presentarlos como una
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sucesion ilimite y clases residuales, y todo se debe a la implementacién del
Decreto 080 de 1974 que legaliza la Matematica Moderna en Colombia,
siendo el puente de corte entre el antes y el después de la reforma.

Un aspecto a destacar es la formacién de los autores de los libros, y su
influencia en la manera de presentar las definiciones del concepto. Es
relevante que en el periodo de la Reforma de la Matematica Moderna, en su
mayoria, los autores son matematicos e ingenieros, mientras que en los
libros de la matematica actual los autores son todos licenciados, generando
una mirada amplia desde lo matematico, hasta lo pedagdgico y didactico.
Este trabajo se inscribe en la linea de Historia de las Matematicas,
permitiendo lograr una interdisciplinariedad entre lo historico,
epistemoldgico, matematico y didactico, todo ello ligado a la rejilla de andlisis
propuesta para el desarrollo de este estudio, y asimismo logrando la
articulacion de todos los elementos mencionados.

Se destaca la importancia de la rejilla de analisis que fue redisefiada de
acuerdo a la propuesta de Rico, et al (2008), ya que permitié lograr la
integracion de todos los aspectos que giran en torno al concepto de niamero
entero negativo en este trabajo, evidenciar y sintetizar los diferentes
obstaculos epistemoldgicos, aspectos de tipo netamente matematico, los
sistemas de representacion o formas de hacer presente el objeto
matematico y la conceptualizacion de niamero que se tiene en consideracion
en los libros de texto analizados.

Se deja como objeto de indagacion la presentacion del concepto en el
mismo periodo pero pertenecientes a la misma editorial, para analizar los
cambios en la definicion y los obstaculos asociados, de manera que permita
determinar si son o0 no tenidos en cuenta los estudios historicos y
epistemoldgicos al momento de disefiar los contenidos en los libros de texto.
Los periodos analizados fueron el de la Reforma de la Matematica Moderna
comprendido entre los afios 1960-1980 y la Matematica actual en el periodo
2003-2013. Como futuro trabajo, queda pendiente investigar acerca de lo

gue sucedié durante la renovacion curricular en el periodo entre 1980 y

145

——
| —



2003, para poder establecer el cambio generado en la transicion de una
reforma a la siguiente.

A modo personal este trabajo es un gran aporte para el campo de la
Educacién Matematica, pues es una muestra de que la labor docente no
s6lo se enfoca en impartir el conocimiento, se debe seguir analizando y
estudiando los diferentes aspectos que circundan en conceptos
matematicos, en especial los ligados a la evolucion histérica y
epistemoldgica, que sirvan como medio para generar herramientas en
busqueda de mejorar la practica educativa, y asi mismo facilitar la

comprension de las matematicas.
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